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RESUMEN
En el presente trabajo se realiza un estudio de las ecuaciones de Einstein que describen la inter-
acción gravitacional como una manifestación de la curvatura del espacio−tiempo. Se deducen
los Diagramas de Penrose para la métrica de Minkowski y de Schwarzschild, además se ana-
liza la formulación matemática de las ondas gravitacionales y la descripción del experimento
que logró detectar dichas ondas. Adicionalmente a partir de la linealización de las ecuaciones
de Einstein se estudiará la deducción heurı́stica de las condiciones de incertidumbre para el
espacio−tiempo (planteadas en la propuesta para un espacio-tiempo no conmutativo) formula-
da por Doplicher, Fredenhagen, y Roberts.
Palabras claves: Relatividad general, agujeros negros, ondas gravitacionales.
ABSTRACT
In the present work a study of Einstein’s equations that describe gravitational interaction as
a manifestation of the curvature of the space−time is carried out. The Penrose Diagrams for
the Minkowski and Schwarzschild metrics are deduced, also analyzed the mathematical for-
mulation of gravitational waves and the description of the experiment that managed to detect
these waves. Additionally, following the ideas of Doplicher, Fredenhagen, and Roberts, the
conditions of uncertainty for spacetime will be deduced heuristically.
Keywords: General relativity, black holes, gravitational waves.
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Figura 13 Interferómetro Michelson . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
Figura 14 Primer camino para la integral se camino . . . . . . . . . . . . . . . . 94
Figura 15 Segundo camino para la integral de camino . . . . . . . . . . . . . . . 95
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GLOSARIO
Agujero negro: Gran concentración de energı́a en un solo punto que deforma tanto el espacio−tiempo
que ningún objeto puede salir.
Cono de luz: Representación del espacio−tiempo, modelo util para observa la causalidad en
una región del espacio−tiempo.
Covarianza: Objetos matemáticos que bajo transformaciones generales mantienen su forma
escrita.
Espacio−tiempo: Modelo matemático que une los conceptos de espacio y tiempo.
Espacio-tiempo de Minkowski: Espacio−tiempo con curvatura igual a cero.
Interferómetro: Instrumento que ayuda a medir distancia de una manera muy precisión alta.
Su funcionamiento principal es en un haz de luz coherente que se divide al llegar a un divisor
de luz luego son reflejados por espejos para unirse de nuevo en un punto.
Ondas gravitacionales: Fluctuaciones que se propagan por el espacio−tiempo.
Radio de Schwarzschild: Tamaño de un agujero negro de Schwarzschild, es decir, un agujero
negro con simetrı́a esférica y sin rotación.
INTRODUCCIÓN
“La naturaleza está llena de significados matemáticos
el cientı́fico los interpreta.”
En la medida que el Ser humano se embarcó hacia la comprensión de la naturaleza identificó
un lenguaje inscripto en ella: las matemáticas, poco a poco el hombre fue construyendo este
nuevo camino de conocimiento que lo llevo a conocer lo más profundo de la materia hasta el
origen del Universo, es como si este camino de conocimiento hubiera permitido desvelar una
nueva realidad ante los ojos humanos, iluminandolo con los secretos de la naturaleza.
Ası́ como en un jardin con senderos que se bifurcan, el camino de conocimiento natural posee
bifurcaciones innatas, haciendo de una simple senda un millar de caminos, encontrando en
cada uno una aventura llena de acertijos y verdades, alegrias y tristezas. En este trabajo se
eligió como camino de conocimiento natural el campo gravitacional pero no por tener más
conocimiento sino por el simple hecho de aprender, por la acción de ir y no la de llegar, por
diversión como dice Carl Friedrich Gauss: “No es el conocimiento, sino el acto de aprendizaje
y no la posesión, sino el acto de llegar ahı́, que concede el mejor disfrute.” 1
En este camino se adentro un gran cientı́fico que pasó a la historia porque desafı́o los dogmas de
su época y miró el conocimiento de la naturaleza a través de la imaginación, se llamaba: Albert
Einstein, para comprender de manera clara el impacto que tuvo su descubrimiento, abordemos
el contexto de su época. En este momento de la historia era conocido por los cientı́ficos los
conceptos de espacio y tiempo, dos cantidades absolutas, permanecı́an ajenas a los observa-
dores, el tiempo fluia y el espacio permanecia inmovil, todos aceptan estos conceptos como
verdaderos pero realmente nadie los habia cuestionado.
Resulta algo más filosófico debatir acerca de los conceptos de espacio y tiempo, sin embargo,
como es conocido con el pasar del tiempo, las cuestiones filósoficas a menudo llevan a descubir
los secretos de la naturaleza. Einstein no aceptaba por completo lo conceptos de espacio y
tiempo ası́ que se embarcó hacia un nuevo rumbo, utilizando la herramienta de construcción de
conocimiento más fuerte: la imaginación, fue entonces que logro observar que el espacio y el
tiempo no son dos entidades separadas sino que hacen parte de una sóla entidad conocida como
espacio−tiempo y además, esta entidad dependen del movimiento del observador, es decir, si
un observador se mueve cada vez más rápido, el pasar del tiempo se hace más lento y para
un objeto que se mueve a lo largo de un eje un observador en reposo observa que se produce
una disminución en su longitud en la dirección del movimiento. En un principio, estas ideas
no tuvieron una acogida fuerte en la comunidad cientı́fica pero como siempre ha ocurrido a lo
largo de la historia, las ideas que van en contra de los dogmas cientı́ficos son dejadas a un lado
pero a veces estas ideas toman fuerza y salen a la luz.
1Carta a Farkas Bolyai el 2 de septiembre de 1808.
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El nuevo concepto de espacio−tiempo, llevó a Einstein a descubrir que la gravedad es una
manifestación de la curvatura del espacio−tiempo, en principio una idea muy sencilla, pero
que posee una nueva revolución en el concepto de la gravitación porque hasta entonces se habia
comprendido la gravedad como una fuerza, en cambio Einstein planteaba que la gravedad no
es una fuerza sino una curvatura del propio espacio−tiempo, una de los pensamientos más
profundos en fı́sica.
El siguiente paso a dar por el genio de Einstein era descubrir la ecuacion matemática que
describiera el nuevo concepto de gravitación y fue en este mismo momento cuando el genio
matemático David Hilbert también se interesó en el camino de conocimiento del campo gravi-
tacional e intento llegar más rápido que Einstein a la ecuación matemática; habia comenzado
la carrera hacia la teorı́a de la relatividad general. Al final fue Einstein que se llevaria todo el
mérito del descubrimiento, pero es muy importante resaltar el aporte al conocimiento del cam-
po gravitacional por parte de Hilbert, quien encontro un lagrangiano para las ecuaciones del
campo gravitacional.
Es importante detenernos en este punto para resaltar la importancia que tiene el contexto en
un camino de conocimiento, porque no sólo nos lleva a reflexionar acerca del impacto de los
nuevos descubrimientos sino que nos insta a reflexionar de como se originó, es por esto que
Max Born se manifesto de la teorı́a de la relatividad ası́: “la mayor hazaña del pensamiento
humano en torno a la naturaleza, la más asombrosa combinación de penetración filosófica,
intución fı́sica y habilidad matemática” (ISAACSON, 2007).
Después de encontrar la ecuación del campo gravitacional Einstein pensó que nadie iba a lo-
grar encontrar una solución exacta, ya que eran 10 ecuaciones diferenciales de segundo orden,
acopladas y no lineales, sin embargo, transcurrió poco tiempo hasta que el cientı́fico alemán
Karl Schwarzswild lograra descubrir una solución exacta.
No obstante, la solución encontrada por Karl Schwarzchild presentaria un acontecimiento que
iba contra toda intuición fı́sica: el espacio−tiempo se podia deformar hasta tal punto que podia
atrapar la luz, si un observador miraba hacia ese lugar no lograria ver nada, este fenómeno se
conoce como un agujero negro. Debido a lo anterior, la solución de Schwarzschild se consi-
dero como un imaginario fı́sico, es decir, una solución matemática correcta pero sin realidad
fı́sica. Transcurrido el tiempo los cientı́ficos descubrieron que los agujeros negros existian en
la naturaleza y eran una propiedad intrı́nseca de la teorı́a de la relatividad general.
Hasta el momento nos hemos referido al origen de la teorı́a de la relatividad general, luego
hablamos acerca de la solución exacta de las ecuaciones del campo gravitacional, ahora gira-
remos nuestra vista para entrar en una predicción, no menos extraña, realizada por Einstein:
perturbaciones del espacio−tiempo que viajan a la velocidad de la luz, denominadas las ondas
gravitacionales.
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Cuando Einstein predijo las ondas gravitacionales no tenia la esperanza de que en algú mo-
mento se lograran detectar porque las perturbaciónes son relativamente pequeñas, sin embargo,
en 2015 fueron detectadas por el Observatorio de Ondas Gravitacionales por Interferómetria
Láser (LIGO) y a partir de este momento se abrió una nueva ventana para conocer el origen
de la naturaleza, del Universo, de la Vida ya que se podrı́a detectar las ondas gravitacionales
generadas por la gran explosión (Big Bang).
A partir de todo el contexto anterior se entiende porque los descubrimientos de Einstein son
tan importantes en el conocimiento de la naturaleza. De ahı́ que el objetivo de este trabajo sea
comprender la teorı́a de la relatividad general desde las ecuaciones del campo gravitacional
hasta los agujeros negros y las ondas gravitacionales.
Comenzaremos este viaje en el capı́tulo 1, eligiendo nuestras herramientas básicas: la defini-
ción de espacio−tiempo, los espacios de Riemann, el conocido principio de equivalencia y
finalizaremos con las ecuaciones de Einstein, las cuales expresan al campo gravitatorio como
una manifestación de la curvatura del espacio−tiempo.
En el capı́tulo 2 encontraremos la solución de las ecuaciones de Einstein para objetos con si-
metrı́a esférica, llamada la solución de Schwarzschild, en la cuál comprenderemos el signfica-
do fı́sico del radio de Schwarzschild, cuyo concepto nos lleva a definir un agujero negro entran-
do en un concepto temido por los cientı́ficos, las singularidades. Se finaliza con los conocidos
diagramas de Penrose-Carter, diagramas en los cuales se puede ver todo el espacio−tiempo,
es decir, “traer” el infinito a nuestra “vista”.
Para el capı́tulo 3 nos sumergimos en la comprensión de los rizos del espacio−tiempo, las
ondas gravitacionales, aquı́ conoceremos: su “energı́a gravitacional”, que objetos las generan
y cuáles son los fundamentos experimentales para detectarlas; se escogera el caso particular de
LIGO (Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory).
Por otro lado, como un estudio adicional y producto de la linealización de las ecuaciones de
Einstein, el capı́tulo 4 consiste en comprender la concepcón heurı́stica que define condiciones
de incertidumbre para el espacio−tiempo, de manera similar a las condiciones de incertidumbre
de Heisenberg, en el modelo en teorı́a cuántica de campos sobre espacio-tiempo no conmutativo
formulado por Fredenhagen, Doplicher y Roberts.
Finalizamos este camino de conocimiento, miramos hacia atrás y vemos el camino recorri-
do porque recordar lo aprendido es hacer el conocimiento parte de nuestra propia existencia,
volvemos nuestra mirada al frente y encontramos nuevos caminos de conocimiento natural, y
es que este camino nunca termina, esto lo vio claramente Karl Raimund Popper cuando dijo:
“La ciencia será siempre una búsqueda, jamás un descubrimiento real. Es un viaje, nunca una
llegada” (NETTO, n.d).
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CAPÍTULO 1. RELATIVIDAD GENERAL
En la naturaleza existen muchos fenómenos que interpelan al Ser humano para ser descubiertos,
que requieren, por parte de este, una gran entrega de intelecto y espı́ritu. Este es un viaje a
través del espacio y tiempo, de mujeres y hombres, que intentan encontrar la respuesta a la
existencia del Universo, a la existencia del Ser. Ası́ se fueron generando diferentes lenguajes
para la comprensión de la naturaleza, uno de vital importancia es el lenguaje matemático. El
camino que se forja a partir de las matemáticas para comprender los fenómenos de la naturaleza
es llamado Fı́sica.
En Fı́sica existe un fenómeno que incluye a todos los objetos que poseen masa llamado campo
gravitacional2, fueron muchos que sintieron una llamada interior para entrar en el lenguaje ma-
temático de este fenómeno pero fueron muy pocos los que llegaron a una explicación detallada
y precisa.
Este capı́tulo está enfatizado en describir el camino que se siguió para encontrar el lenguaje
matemático del campo gravitacional. Para este viaje es necesario sumergirnos en las ideas y
conceptos de lo cientı́ficos que llegaron primero a este gran logró del Ser humano. Este camino
no sólo es matemático sino historico.
Esta senda comienza en 1915 cuando Albert Einstein y David Hilbert intentaban comprender la
naturaleza del campo gravitacional por caminos totalmente diferentes pero complementarios.
Einstein siguió un camino que tenia en cuenta los principios fı́sicos a diferencia del camino
seguido por Hilbert, quien las dedujo de una manera puramente matemática sin tener en cuenta
hasta cierto punto los principios fı́sicos.
En este trabajo se seguirá el camino de Hilbert, esta elección es debido a que en el transcurrir
del tiempo se da todo el mérito del descubrimiento de las ecuaciones del campo gravitacional
a Einstein sin mencionar las investigaciones que hizo Hilbert.
Este camino se entiende sólo si se comprenden los conceptos básicos de relatividad especial,
el principio de equivalencia y los espacios de Riemann, es por esto que antes de iniciar con la
deducción de las ecuaciones del campo gravitacional se dan a conocer estos conceptos.
1.1. Relatividad Especial
Para explicar y comprender los fenómenos de la naturaleza se utiliza el marco de referencia,
existen dos tipos de marcos de referencia: los inerciales que se caracterizan por un movimiento
a velocidades constantes y los no inerciales, caracterizados por un movimiento acelerado.
2De manera indirecta afecta a partı́culas sin masa.
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Antes de examinar el sistema de referencia inercial consideremos un observador O, con coor-
denadas (x′, y′, z′, t′), que se mueva a una velocidad constante v hacia la derecha respecto a un
observador que se encuentra en reposo, con coordenadas (x, y, z, t), de modo que el origen de
los dos los ejes coincidan para t = t′ = 0.
En un marco de referencia inercial se utiliza las transformaciones de Galileo dadas por:
x′ = x− vt, (1.1)
y′ = y, (1.2)
z′ = z, (1.3)
t′ = t. (1.4)
Esta transformación es consistente con los postulados de la mecánica clásica, es decir, no tienen
en cuenta que la velocidad de la luz en el vacı́o es igual para cualquier observador. Es debido
a esto que para marcos de referencia inerciales se utlizan los postulados de Einstein, definidos
como:
Postulado 1: Todas las leyes de la fı́sica son iguales para cualquier sistema de referencia
inercial.
Postulado 2: La velocidad de la luz en el vacı́o es la misma para cualquier sistema de
referencia inercial.
Los postulados anteriores implican usar las transformaciones de Lorentz dadas por:
x′ = γ(x− vt), (1.5)
y′ = y, (1.6)
z′ = z, (1.7)
t′ = γ(t− v
c2
x), (1.8)
donde γ = 1√
1− v2
c2
. Existe una interpretación puramente geometrica (NABER, 1992) de las
transformaciones de Lorentz realizada por Hermann Minkowski donde se plantea que el es-
pacio y el tiempo no son independientes sino que forman parte de un todo conocido como
espacio−tiempo (DE LA TORRE, 2008). En este espacio−tiempo se define el elemento de
lı́nea espaciotemporal ds2 como:
ds2 = −c2dt2 + dx2 + dy2 + dz2, (1.9)
ds2 = ηµνdx
µdxν , (1.10)
donde ηµν = dia(−1,+1,+1,+1) es la métrica de Minkowski; se utilizara indices latinos
para las coordenadas espaciales (i, k = 1, 2, 3). La teorı́a que utiliza las transformaciones de
Lorentz se llama Relatividad especial.
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1.2. Principio de Equivalencia
Para hablar de marcos de referencia no inerciales es necesario mencionar la formulación ge-
neral del principio de equivalencia:
Observadores en caida libre en un campo gravitatorio son equivalentes, localmente, a marcos
inerciales. (JANSSEN, 2013)
Del anterior enunciado se concluye que la gravedad afecta la trayectoria de la luz, es de-
cir, la gravedad es un concepto fı́sico que se relaciona intimamente con la deformación del
espacio−tiempo. La implicación matemática del principio de equivalencia es el Principio de
covarianza:
Las leyes de la fı́sica son iguales para todos los sistemas de referencia.
Lo anterior implica hacer uso de ecuaciones tensoriales ya que mantienen su forma escrita
invariante bajo cualquier transformación, en otras palabras, las ecuaciones tensoriales son co-
variantes, de está manera es necesario conocer conceptos de transformaciones generales de
coordenadas y geometrı́a diferencial. Ası́, se elige a la métrica como la intensidad de campo
gravitacional presente en el espacio-tiempo o equivalentemente, las propiedades del potencial
gravitacional se reflejan en la metrica.
1.3. Espacios de Riemann
Un espacio riemanniano cumple las siguientes condiciones:
El intervalo espacio−temporal es ds2 = gµνdxµdxν ,donde gµν es la métrica del espacio−tiempo,
tal que sea invariante bajo transformaciones generalizadas de coordenadas.
Todas las derivadas segundas de gµν existen y son continuas.
El determinante de gµν no es cero.
1.3.1. Transformaciones generales



















La derivada del vectorA′µ no es una operación covariante ∂′νA
′µ, es decir, no transforma como
un tensor. Aquı́ surgue la necesidad de construir un operador que transforme como un tensor,
entonces se define el operador derivada covariante∇β dada por:
∇βAµ := ∂βAµ + ΓµβαAα, (1.13)




gµν(∂βgνα + ∂αgβν − ∂νgαβ). (1.14)
Para la derivada covariante de tensores de rango mayor se agrega un sı́mbolo de Christoffel por
cada ı́ndice, por ejemplo:
∇βξµν = ∂βξµν + Γµβαξαµ + Γµβαξµα. (1.15)
Para un tensor con componentes covariantes se obtiene:
∇βξµν = ∂βξµν − Γαµβξαν − Γανβξµα. (1.16)
Al aplicar la derivada covariante al tensor métrico gµν se cumple que:
∇βgµν = 0 (1.17)
Del principio de equivalencia se dedujo que el campo gravitacional está asociado a la deforma-
ción del espacio lo que conlleva a trabajar en espacio curvos, el intrumento matemático para
saber si nos escontramos en un espacio curvo es el tensor de Riemann Rαβµν definido como:
Rαβµν = Γ
α
βµ,ν − Γαβν,µ − ΓασµΓσβν + ΓασνΓσβµ , (1.18)
(el sı́mbolo (,) indica derivada corriente) que cumple con la propiedad de:
Rαβµν = 0 asociado a un espacio sin curvatura, (1.19)
Rαβµν 6= 0 asociado a un espacio curvo. (1.20)
Además, el tensor de Riemann satisface las siguientes identidades:
Rλµνκ = −Rµλνκ , (1.21)
Rλµνκ +Rλκµν +Rλνκµ = 0 , (1.22)
∇σRαβµν +∇νRαβσµ +∇µRαβνσ = 0 Identidad de Bianchi. (1.23)
Al contraer dos ı́ndices del tensor de Riemann de obtiene el tensor de Ricci Rβµ y al realizar
otra contracción se obtiene el escalar de Ricci R:
Rβµ := R
α
βµα = Rβµ , (1.24)
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R := Rµµ. (1.25)
Geodésicas: Se define como aquella curva en la cual la distancia total es estacionaria (DE LA
TORRE, 2008) en otras palabras, es el camino más corto entre dos puntos en un espacio dado.









donde λ es conocido como el parámetro afı́n y sirve para caracterizar los puntos que pertenecen
a la geodésica.
Con todos los anteriores conceptos ya estamos en disposición de encontrar las ecuaciones del
campo gravitacional.
1.4. Deduccción de las ecuaciones del campo gravitacional
Como se mencionó al comienzo de este capı́tulo se seguira el camino elegido por David Hilbert
para deducir las ecuaciones del campo gravitacional cuyo énfasis son los principios variacio-
nales (KAEONIKHOM, 2006), se comienza planteando la funcional acción para la gravedad
A [g], qué matemáticamente se expresa como:
A [g] =
∫
d4xL(gµν , ∂βgµν), (1.27)
donde L = L(gµν , ∂βgµν) es la densidad lagrangiana. La condición que debe cumplir la acción
es que debe ser invariante bajo transformación de coordenadas generales. Consideremos d4x′




= |det X| d4x, (1.28)
aquı́ X representa la matriz de transformación Xµν = ∂x
′µ
∂xα
. La transformación de las métricas
es g′
µν
= XgαβXT , tomando determinantes a ambos lados de la ecuación:
det g
′µν
= det X det gαβ det XT , (1.29)
det g
′µν
= (det X)2 det gαβ. (1.30)
Usando det gαβ =
1
det gβα




µν se obtiene que:
g = (det X)2 g
′
, (1.31)





en otras palabras, la cantidad
√
−g d4x es un invariante. Por lo tanto, la acción A[g] invariante





−g L(gµν , ∂βgµν), (1.33)
donde L es un escalar. Para encontrar la densidad lagrangiana, nos remitimos al hecho de que
la gravedad es una manifestación de la curvatura del espaciotiempo y el tensor relacionado
con la curvatura del espaciotiempo es el tensor de Riemann. De está manera, la propuesta
como densidad lagrangiana es el escalar de curvatura, es decir, el escalar de Ricci (CARROLL,
2003), una contracción del tensor de Riemann.
Cabe señalar que el escalar de Ricci tiene segundas derivadas del tensor métrico y la densidad
lagrangiana posee primeras derivadas del tensor métrico; a primera vista se está cometiendo un
proceso incorrecto. Sin embargo, como se vera más adelante, las segundas derivadas de R no
contribuyen a las ecuaciones de campo ya que aparecen como un termino de frontera. Bajo está






la anterior ecuación es conocida como la acción de Einstein-Hilbert. Ahora para encontrar
las ecuaciones que manifiestan la interacción del espacio-tiempo con la materia se expresan
cuando la acción es minı́ma, es decir:






−gR = 0. (1.36)








−g(δR) = 0. (1.37)
Utilizando:
δR = δ(gµυRµυ) (1.38)
δR = δ(gµυ)Rµυ + g
µυδRµυ, (1.39)











−g)Rµυ(δgµυ) = 0. (1.40)













µυ − ∂vΓαµα + ΓααγΓγυµ − ΓαυγΓγµα. (1.42)
Realizando variaciones en la anterior ecuación:
δRµυ = ∂αδΓ
α































en este último paso se aumento y resto la cantidad Γγvα(δΓ
α
µγ). Al aplicar el operador derivada
covariante∇α a la variación de los simbolos de Christoffel δΓαµυ se obtiene:





De manera similar si se aplica el operador derivada covariante∇υ a la variación del simbolo de
Christoffel δΓαµα se obtiene:





Reemplazando (1.46) y (1.47) en (1.45) se obtiene la siguiente expresión:
δRµυ = ∇αδΓαµυ −∇υδΓαµα. (1.48)


































En geometrı́a diferencial se conoce el Teorema covariante de Gauss (ASAF, 2015), que men-
ciona que si Sα desaparece en el infinito3, se obtiene que:
δAS = 0. (1.53)







−g)Rµυ(δgµυ) = 0. (1.54)






donde Cβα representa la matriz transpuesta de los cofactores de gαβ . Si fijamos el valor de α la






























Utilizando la identidad gγαgγζ = δζα se realiza el siguiente proceso matemático :
δ(gγαg
γζ) = 0, (1.63)
δ(gγα)g
γζ + gγαδ(g
γζ) = 0, (1.64)
gγζδ(gγα) = −gγαδ(gγζ), (1.65)
δγλδgγα = −gλζgγαδgγζ , (1.66)
δgαλ = −gαγgλζδgγζ . (1.67)
3Sα depende de las derivadas de la métrica gµυ y en el infinito son cero porque en este lı́mite el tensor métrico
se convierte en la métrica de Minkowski.
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δguν = 0. (1.70)




guν = 0. (1.71)
a está última expresión se conoce como las ecuacion de Einstein en el vacı́o. El siguiente paso
para comprender las ecuaciones del campo gravitacional es trabajar con fuentes de materia, para
esto se suma una acción asociada a la materia AM [g] a la acción de Einstein-Hilbert AEH [g],
es decir, la acción para el campo gravitacional más general A [g] está dada por:
A [g] = AM [g] +KAEH [g] , (1.72)
donde K es una constante que debe cumplir con el lı́mite newtoniano, de está manera adquiere
el valor K = c
4
16πG
. Para obtener las ecuaciones del campo gravitacional se minimiza la acción,
es decir:
δA [g] = δAM [g] +KδAEH [g] = 0. (1.73)










el factor φ es el campo asociado a la materia y guν es el campo gravitacional asociado a este.












se observa que la contribución del campo es igual a cero (el cálculo es trivial). En teorı́a de cam-
pos se conoce un tensor que está asociado a la energı́a llamado el tensor de energı́a-momento




+ guνLM . (1.76)
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Por lo tanto, la ecuación (1.75) se puede escribir en términos de dicho tensor:




















δgµν = 0. (1.78)












dondeGµν es llamado el tensor de Einstein, definido comoGµν := Rµν− 12gµνR. La ecuación













Está última expresión es conocida como las ecuaciones de Einstein, o las ecuaciones de
Einstein-Hilbert. En resumen, el camino utilizado por David Hilbert para encontrar las ecua-












La pregunta que surgió en los cientı́ficos, al comprender detalladamente las ecuaciones del cam-
po gravitacional, fue: ¿Cuál es la ecuación que describe al Universo en todo su conjunto?. Para
buscar la respuesta, los cientı́ficos utilizaron el principio cosmológico: El universo es isotrópo
y homogéneo. Al aplicar este principio a las ecuaciones de Einstein-Hilbert, descubrieron que
el Universo se encontraba en expansión.
En este momento de la historia, muchos fı́sicos, incluidos Einstein, pensaban que el Universo
era estático. Entonces, para eliminar la contradicción entre sus ideales filosóficos y las pre-
dicciones teóricas, Albert Einstein agregó un término a mano en sus ecuaciones logrando un
Universo estático. Años más tarde Edwin Hubble demostraria, a partir de mediciones expe-
rimentales, que el Universo se encuentra en expansión indicando el gran error cometido por
Einstein.
Sin embargo, en la actualidad astrónomos intentan comprender la expansión del Universo a
partir del factor agregado por Einstein, proponiendo una energı́a asociada al vacı́o conocida







Tµν + Λgµν , (1.83)
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donde Λ se conoce como la constante cosmológica. La anterior ecuación también puede dedu-













CAPÍTULO 2. LA SOLUCIÓN DE SCHWARZSCHILD
Al sumergirnos en la comprensión de la naturaleza nos encontramos con obstaculos que nublan
nuestra visión, generando sensaciones de desconcierto y tristeza. Sin embargo, la sed de verdad
es más grande que los desafı́os, como dice POPPER (1991): “Lo que caracteriza al hombre
de ciencia no es la posesión del conocimiento o de verdades irrefutables, sino la búsqueda
desinteresada e incesante de la verdad”.
Lo anterior se ve reflejado en el camino de conocimiento del campo gravitacional. Cuando
Einstein y Hilbert plantearon las bases matemáticas y fı́sicas para el fenómeno gravitacional,
su visión se nublo ya que no lograron encontrar una solución exacta a las ecuaciones de campo.
La luz, que despejaria su visión, provino de un ı́ntegro cientı́fico, Karl Schwarzschild, al en-
contrar una solución para un objeto estático con simetrı́a esférica. En el momento que Einstein
recibió está solución, emocionado y marravillado, le envió una carta a Schwarzschild donde
escribia: “no esperaba que se pudiera encontrar una solución exacta de manera tan sencilla”
(FERREIRA, 2014).
Las implicaciones de la solución de Schwarzschild, a la comprensión del Universo, son muy
grandes, dio un entendimiento profundo de la relatividad general y abrió un nuevo mundo de
investigación conocido, actualmente, como agujeros negros. No obstante, este gran cientı́fico
nunca conoció este camino ya que murió como soldado en el frente oriental Alemán debido a
una infección en una herida. Karl Schwarzschild sera conocido por hacer brillar a la teorı́a de
la relatividad general con más fuerza, como el cientı́fico que gesto conocimiento en medio de
la guerra.
En este capı́tulo se estudia las implicaciones matemáticas y fı́sicas de la solución de Schwarzs-
child.
2.1. La métrica de Schwarzschild
Para encontrar la métrica de Schwarzschild es necesario conocer los conceptos de campo isótro-
po y campo isótropo estático.
Campo isótropo: En este caso el intervalo infinitesimal espacio−temporal ds2 depende de
invariantes rotacionales (HOBSON, EFSTATHIOU Y LASENBY, 2006), es decir, debe ser un
escalar bajo rotaciones tridimensionales. Los diferenciales espaciales invariantes que se pueden
contruir son:
dx · dx, x · dx. (2.1)
Denotando la coordenada temporal como ct, ds2 se expresa como:
ds2 = −A(|x · x| , ct)c2dt2+B(|x · x| , ct)(x·dx)cdt+C(|x · x| , ct)(x · dx)2+D(|x · x| , ct)(dx·dx),
(2.2)
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donde las funciones A, B, C, D, deben depender de las cantidades |x · x| y ct porque deben ser
invariantes rotacionales.
Campo isótropo estático: En este caso se cumple que:
(i) Todas las componentes de la métrica gµν son independientes de ct.
(ii) El intervalo espacio−temporal ds2, además de su invarianza rotacional, es invariante bajo
la transformación dt→ −dt.
Observe que (i) no implica (ii), en el caso que el espacio−tiempo satisfaga (i) pero no (ii), se
llama campo estacionario.
Para comprender mejor las anteriores definiciones tomemos como ejemplo una estrella sin
rotación: la inversión del tiempo no produce cambios en el espacio−tiempo, esto es un campo
estático. En el caso de una estrella con rotación, esta inversión produce un cambio en el sentido
de rotación lo que conlleva a un cambio en el espacio−tiempo, esto es un campo estacionario.
La métrica de Schwarzschild se caracteriza por ser un campo isótropo estático; para construir
esta métrica se elegira un intervalo espacio−temporal lo más general posible, es decir, isótropa
sin necesidad de recurrir a que sea estática para después imponer una condición que lleve a un
campo isótropo estático.
Para comenzar con la demostración consideremos las coordenadas esféricas (r, θ, ϕ), en este
caso se tiene:
x · x = r2, x · dx = rdr, dx · dx = dr2 + r2dθ2 + r2sin2θdϕ2, (2.3)
y la nueva forma que adquiere (2.2) es:
ds2 = −A(r, ct)c2dt2 +B(r, ct)rcdtdr+C(r, ct)r2dr2 +D(r, ct)(dr2 + r2dθ2 + r2sin2θdϕ2).
(2.4)
Absorbiendo los términos r en las funciones se redefineA,B, C,D, por ejemplo: C(r, ct)r2 →
C(r, ct), tal que ds2 puede escribirse como:
ds2 = −A(r, ct)c2dt2 +B(r, ct)cdtdr + C(r, ct)dr2 +D(r, ct)(dθ2 + sin2θdϕ2). (2.5)
Debido a que es más fácil trabajar con intervalos diagonalizados, diagonalizaremos ds2, defi-
niendo una nueva coordenada como ρ2 = D(r, ct) y se absorbe todos los nuevos términos en
nuevas funciones de t,y ρ A, B, C, D. Por lo tanto, el intervalo ds2 puede escribirse como:
ds2 = −A(ρ, ct)c2dt2 +B(ρ, ct)cdtdρ+ C(ρ, ct)dρ2 + ρ2(dθ2 + sin2θdϕ2). (2.6)
Ahora consideremos la siguiente coordenada temporal ct definida por:
ct = ct+ Υ(ρ), (2.7)
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Al reemplazar la anterior cantidad en (2.6) se obtiene el factor: B(ρ, ct) + 2A(ρ, ct)(dΥ
dρ
), que





otros factores pueden incluirse en nuevas funciones A,C, por lo tanto, el intervalo ds2, diago-
nalizado, es:
ds2 = −A(ρ, ct)c2dt2 + C(ρ, ct)dρ2 + ρ2(dθ2 + sin2θdϕ2), (2.9)
donde se ha omitido la barra sobre la coordenada temporal. Al aplicar la condición para un
campo isótropo estático se debe cumplir que las funciones A, B, C, D, deben ser independien-
tes de la coordenada temporal. Ası́, el intervalo infinitesimal espaciotemporal para un campo
isótropo estático es:
ds2 = −A(ρ)c2dt2 + C(ρ)dρ2 + ρ2(dθ2 + sin2θdϕ2). (2.10)
Se observa, de manera inmediata, que el tensor métrico es:
gµν =

−A(ρ) 0 0 0
0 C(ρ) 0 0
0 0 ρ2 0
0 0 0 ρ2sin2θ
 . (2.11)
Para determinar las funciones A(ρ) y C(ρ) como también la relación de ρ y r, se calcula las
componentes del tensor de Ricci para posteriormente aplicarlas a las ecuaciones de Einstein.




gµν(gνα,β + gβν,α − gαβ,ν). (2.12)







































, Γ233 = − sin θ cos θ.
(2.16)
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Con estos valores se puede calcular las componentes del tensor de Ricci, dadas por la expresión:
Rβµ = Γ
α
βµ,α − Γαβα,µ − ΓπβαΓαπµ + ΓπβµΓαπα. (2.17)
Para β, µ = 0 se tiene:
R00 = Γ
α
00,α − Γα0α,0 − Γπ0αΓαπ0 + Γπ00Γαπα, (2.18)
R00 = Γ
1
00,1 − Γπ00Γ0π0 − Γπ01Γ1π0 + Γ100Γα1α, (2.19)
R00 = Γ
1







































′′ − ρCA′2 − ρAA′C ′ + 4ACA′). (2.22)









(−ρCA′ + ρAC ′ + 2AC2 − 2AC), (2.24)
R33 = sin
2θR22. (2.25)
Para utilizar las ecuaciones de campo de Einstein-Hilbert se considera una distribución de ma-
sa con ausencia de cargas o corrientes eléctricas de modo que fuera del objeto, el tensor de
energı́a−momento es Tβµ = 0 ( Dentro del objeto Tβµ 6= 0 (SHARAN, 2009)), entonces, las
ecuaciones de campo gravitacional fuera de la distribución de masa se expresan como:
Rβµ = 0. (2.26)
Por lo tanto, las ecuaciones (2.22), (2.23) y (2.24) se pueden escribir como:
2ρACA
′′ − ρCA′2 − ρAA′C ′ = −4ACA′ , (2.27)
2ρACA
′′ − ρCA′2 − ρAA′C ′ = 4A2C ′ , (2.28)
− ρCA′ + ρAC ′ + 2AC2 − 2AC = 0. (2.29)
De las ecuaciones (2.27) y (2.28) se concluye:
A(ρ)C(ρ) = K1, (2.30)






Reemplazando (2.31) en (2.29) se obtiene:
d
dρ
(ρA) = K1. (2.32)








donde K2 es una constante. Para determinar las constantes K1 y K2 se utilizara una condición
fı́sica conocida como el lı́mite newtoniano; en el cual la teorı́a de la relatividad debe ser equiva-
lente al formalismo Newtoniano de la gravitación, caracterizado por ser un campo débil(campo
gravitacional aproximadamente plano y velocidades pequeñas comparadas con la velocidad de





donde Φ es el potencial gravitacional newtoniano (ver ANEXO A). Al comparar las ecuaciones
(2.16) y (2.17) se concluye que K1 = 1, K2 = −2GMc2 y ρ = r. Teniendo como base lo anterior

























0 0 r2 0
0 0 0 r2sin2θ
 . (2.36)
Cuando r → ∞ se obtiene el tensor métrico para un espacio−tiempo plano, por está razón la
solución de Schwarzschild es asintóticamente plana (LARRAÑA, 2008) además, como es de
esperarse, para M = 0 se obtiene un espacio−tiempo plano.
A partir de este momento nos centramos en el problema cuando toda la distribución de masa
está ubicada en un punto, de modo que la anterior solución es válida para cualquier punto en el
exterior, excepto para r = 0.




























0 0 r2 0
0 0 0 r2sin2θ
 . (2.39)
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2.2. Teorema de Birkhoff
En el caso que no impongamos la condición que nuestra métrica sea estática o estacionaria pero
si isotropa, entonces la métrica más general está dada por (2.9):
ds2 = −A(ρ, ct)c2dt2 + C(ρ, ct)dρ2 + ρ2(dθ2 + sin2θdϕ2). (2.40)
Se puede demostrar, realizando el mismo proceso anterior, que el espacio−tiempo de una métri-
ca isotropa para las ecuaciones de Einstein-Hilbert en el vacı́o, corresponde a la geometrı́a de
Schwarzschild, de manera más formal: cualquier solución con simétrica esférica, en el vacı́o,
es estática.
Este teorema tiene implicaciones muy importantes porque, como veremos en el capı́tulo si-
guiente, ningún objeto simétrico puede producir ondas gravitacionales.
2.3. Singularidades
Muchas teorı́as en fı́sica pueden presentar singularidades, es decir, valores infinitos para ob-
servables que se esperan tengan un valor finito, por ejemplo: el campo eléctrico generado por
una carga puntual es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia, ∼ (1/r2), al eva-
luar el campo eléctrico en r = 0 se obtiene una singularidad, o un infinito, por lo tanto, la teorı́a
asociada al campo eléctrico de un carga puntual, no puede predecir lo que ocurre en el origen
de coordenadas, existe una singularidad en r = 0.
Está singularidad expresa que nuestro modelo para calcular el campo eléctrico de una carga
puntual, cuando nos acercamos a la carga, no es el más adecuado porque estamos ignorando
las propiedades de la misma carga que influyen en nuestra teorı́a, entonces debemos encontrar
un modelo correjido, cambiar nuestra teorı́a del campo eléctrico.
Bajo lo anterior, estamos interesados en identificar las singularidades que existen en la solución
de Schwarzschild. Al evaluar r = 0 en el tensor métrico se obtiene dos infinitos en g00 y
g11, si evaluamos en r = S se obtiene un infinito en g11, ası́ se concluye que existen dos
singularidades; r = 0 y r = S.
No obstante, estas singularidades difieren mucho con respecto a la que ocurre en el campo
eléctrico de una carga puntual, porque en relatividad general juega un papel importante la
elección de coordenadas. Para ilustrar mejor lo anterior, evaluemos el tensor métrico en, θ = 0,
con lo cual se obtiene un infinito en g44, es decir, existe una “singularidad” en θ = 0, pero si
realizamos un rotación en la parte angular θ dicha singularidad desaparece.
Este tipo de singularidades son conocidas como singularidades de coordenadas o pseudosin-
gularidades ya que desaparecen al transformar el sistema de coordenadas.
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Ahora surge la pregunta ¿Al evaluar el tensor métrico en r = 0 y r = S los infinitos son singu-
laridades o pseudosingularidades?. El punto r = S se asocia a una pseudosingularidad porque
existen varios sistemas coordenados que la eliminan, entre ellas se encuentran las coordenadas
de Eddington-Finkelstein, el de Painlevé-Gullstrand y el de Kruskal-Szekeres, en la sección
(2.4) analizaremos las coordenadas de Kruskal-Szekeres.
En el caso del punto r = 0, tenemos en cuenta que para identificar una singularidad fı́sica, es
decir, propia de la teorı́a, sólo es necesario encontrar un invariante4que sea singular en dicho
punto. En este caso utilizaremos el invariante de curvatura Kretschmann, definido como el
“cuadrado” del tensor de Riemann, K = RµυργRµυργ que para la solución de Schwarzschild,






Se observa, de manera clara, que para r = 0 se obtiene una curvatura espacio−temporal infinita
y por ello es una singularidad fı́sica. Por lo anterior, la teorı́a de la relatividad general no puede
predecir lo que ocurre en r = 0.
En la actualidad se busca una teorı́a llamada Gravedad cuántica que una los conceptos de la
relavitidad general y la mećanica cuántica, la cual representa la teorı́a fı́sica de la estructura de
la materia, para predecir lo que ocurre en la singularidad r = 0. En esta parte del trabajo esta-
mos interesados en identificar las singularidades que existen en la solución de Schwarzschild,
por lo tanto dejaremos a un lado la teorı́a de la gravedad cuántica.
En definitiva, en la solución de Schwarzchild, con las coordenadas (ct,r,θ,ϕ), conocidas como
las coordenadas de Schwarzchild, existe una pseudosingularidad y una singularidad.
2.4. Significado fı́sico del radio de Schwarzschild S
Existe una distinción importante, entre el tiempo y el espacio; concepto dado en la relatividad
especial que nos dice que un objeto puede moverse libremente en el espacio, pero en el tiempo
sólo hacia el futuro. Esto es algo claro que es necesario tenerlo en cuenta para comprender lo
que ocurre en el radio Schwarzshild S. Para analizar el radio de Schwarzshild S consideremos























dr2 < 0. (2.43)
4Cantidad matemática cuyo valor es independiente del sistema de coordenadas
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Analicemos el caso cuando r > S, que delimita la región del espacio−tiempo comúnmente













Está desigualdad se cumple sólo si dt 6= 0. Esto expresa que el movimiento requiere un cam-
bio en la coordenada t, por está razón t se llama una coordenada temporaloide, además la
desigualdad (2.44) no impone ninguna condición sobre la coordenada dr que puede tomar el
valor mayor, menor o igual a cero, es por esto que se le llama coordenada espacialoide.
Ahora realicemos el análisis para r < S, llamada zona interior, donde (1 − S
r
) es negativa y







Está desigualdad se cumple sólo si dr 6= 0. Esto expresa que el movimiento se da por un
cambio en la coordenada r, por está razón r se llama una coordenada temporaloide. Además
la desigualdad (2.45) no impone ninguna condición sobre la coordenada dt que puede tomar el
valor mayor, menor o igual a cero, es por esto que se le llama coordenada espacialoide.
En resumen, al pasar de la parte exterior a la parte interior las coordenadas t y r se intercambian:
La coordenada espacialoide se vuelve temporaloide y la coordenada temporaloide se vuelve
espacialoide, en palabras sencillas: el “espacio” se convierte en “tiempo” y el “tiempo” en
“espacio”.
Con el análisis anterior se puede entender cual es el significado fı́sico en r = S. Un objeto
que se encuentre en r < S ya no puede volver a salir porque su coordenada espacialoide se
convirtió en una coordenada temporaloide osea avanza hacia adentro con la misma inevitalidad
que un objeto en r > S avanza en el tiempo, dicho de otra manera, su salida ya se encuentra
en el pasado, su destino es la singularidad en r = 0. Lo anterior se puede observar de manera
clara viendo los conos de luz en la zona exterior e interior (ver figuras 2.1 y 2.2).
En conclusión, el radio de Schwarzchild S actúa como una membrana unidireccional llamada,
comúnmente, horizonde de eventos, ningun objeto que pase este horizonte puede salir, ni
siquiera la luz.
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Figura 1: Cono de luz fuera del radio de Schwarzschild S, zona exterior. Fuente la presente
investigación
Figura 2: Cono de luz dentro del radio de Schwarzschild S, zona interior. Fuente la presente
investigación
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2.5. Coordenadas de Kruskal-Szekeres
Como se menciono anteriormente una elección de coordenadas que elimina la pseudosingula-











































De las anteriores ecuaciones de obtienen las transformadas inversas:





para r < S, (2.50)









er/S = T 2 −X2 para todo r. (2.52)
Tomando diferenciales a las ecuaciones (2.46), (2.47), (2.48) y (2.49) se obtienen las siguientes























Operando estás ecuaciones se puede llegar, de manera trivial, a la siguiente ecuación:
dT 2 − dX2 = 1
4S2
X2 − T 2
1− S/r
[
c2(1− S/r)dt2 − (1− S/r)−1dr2
]
. (2.55)
En términos del intervalo ds2:
dT 2 − dX2 = 1
4S2
X2 − T 2
1− S/r
[





X2 − T 2
(dX2 − dT 2) + r2(dθ2 + sin2θdϕ2), (2.57)




(dX2 − dT 2) + r2(dθ2 + sin2θdϕ2), (2.58)
donde ya no existe la singularidad en r = S. El paso siguiente es interpretar el significado de
las coordenadas T y X para luego realizar el diagrama, espacio−tiempo, de las coordenadas
de Kruskal-Szekeres, ver subsección 3.5.2.
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2.5.1. Interpretación de las coordenadas T y X
Para una partı́cula masiva el intervalo espacio−temporal cumple con la condición ds2 < 0, si




(dX2 − dT 2) < 0, (2.59)
de está manera se concluye que dT 2 > dX2. Está desigualdad se cumple sólo si dT 6= 0, en
consecuencia, el movimiento de la partı́cula viene dado por un cambio en la coordenada T ,
por está razón T es la coordenada temporaloide, además la anterior desigualdad no impone
ninguna condición sobre la coordenada dX que puede tomar un valor mayor, menor o igual a
cero, como resultado X es la coordenada espacialoide.
Ahora analicemos el movimiento radial para un pulso de luz, para eso hacemos ds2 = 0




La anterior ecuación expresa que los conos de luz en las coordenadas de Kruskal-Szekeres
tienen una apertura de 90◦. En conclusión: las coordendas T y X se interpretan como sien-
do coordenadas temporaloide y espacialoide, respectivamente, y los conos de luz poseen una
inclinación de 45◦, ası́ como en el espacio−tiempo de Minkowski.
2.5.2. Espacio−tiempo en las coordenadas Kruskal-Szekeres
Para realizar el diagrama, espacio−tiempo, de las coordenadas de Kruskal-Szekeres suprimi-
mos las coordenadas angulares (θ, ϕ) de modo que se obtienen los ejes (T ,X), como se muestra
en la figura 2.3.
Si evaluamos la ecuación (2.50) en el lı́mite cuando t → ∞ se obtiene una recta T = X (se
obtiene el mismo valor para la ecuación (2.51)) y en el lı́mite cuando t → −∞ se obtiene una
recta T = −X , de está manera nuestra gráfica se divide en cuatro regiones que las denotaremos
como: región I para la división del lado derecho, región II para la división superior, región III
para la división izquierda y región IV para la división inferior.
Al evaluar la ecuación (2.52), que es válida para todo r, en r = 0 se obtiene la hipérbole
T = ±
√
X2 + 1, gráficada de color rojo en la figura 2.3. Al evaluar la ecuación (2.52) en
el radio de Schwarzschild r = S, se obtienen rectas T = ±X de aquı́ se concluye que las
regiones I y III corresponden a r > S y las regiones II y IV corresponden a r < S. Al evaluar
la ecuación (2.52) para valores de r constante se obtienen hipérboles, gráficadas con color









Figura 3: Espacio−tiempo en las coordenadas Kruskal-Szekeres. Fuente la presente investiga-
ción
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Al dibujar los conos de luz en la región II, tenga en cuenta que las trayectorias de las partı́culas
quedan contenidas dentro del cono luz, se observa que todas las trayectorias siempre apuntan
hacia la singularidad, es decir, r = 0. Las trayectorias de las partı́culas avanzan de modo que la
coordenada r disminuye, en otras palabras, ninguna partı́cula en la región II puede evitar llegar
a la singularidad, esto se conoce como un agujero negro.
Al dibujar los conos de luz en la región IV se observa que todas las trayectorias avanzan hacia
valores crecientes de r, es decir, se alejan de la singularidad, por está razón se le asigna el
nombre de agujero blanco, ya que posee un comportamiento opuesto al del agujero negro. En
el momento de realizar este trabajo se entiende a un agujero blanco como una pura abstracción
matemática, es decir, no existen en el Universo.
2.6. Diagramas de Penrose-Carter
Con relación al espacio−tiempo algunos sistemas coordenados como por ejemplo: la solucion
de Schwarzschild y el espacio−tiempo de Minkowski, comparten un incoveniente: no se ob-
serva toda la estructura del espacio−tiempo, es decir, no se observa el infinito. La solución
a este problema es utilizar los diagramas de Penrose-Carter que representan el infinito co-
mo un punto, utilizando una tranformación conforme, es decir, manteniendo invariante las
geodesicas de luz.
Para tener una idea clara de los diagramas de Penrose-Carter se aplicara su procedimiento al
espacio−tiempo de Minkowski y luego se empleara este procedimiento al espaciotiempo de
Kruskal-Szekeres.
2.6.1. Diagrama Penrose-Carter para el espaciotiempo Minkowski
En el espaciotiempo de Minkowski no se puede ver toda la estructura del mismo, no se ob-
serva donde terminan las geodésicas (NORTON, 2001-2018), en especial, para las geodésicas
nulas (ver figura 2.4). Para compactificar este espaciotiempo primero es necesario encontrar
una transformación de modo que no afecte las geodésicas nulas, está transformación surge de
manera natural como veremos a continuación.
El intervalo ds2 para el espaciotiempo de Minkowski en coordendas esféricas, sin tener en
cuenta la parte angular, es:
ds2 = −c2dt2 + dr2. (2.61)
Para pulsos de luz ds2 = 0:
− c2dt2 + dr2 = 0, (2.62)





Figura 4: Espacio−tiempo de Minkowski para geodésicas nulas. Fuente la presente investiga-
ción
La anterior ecuación se puede ver como una transformacion de dos variables u,w:
dudw = (cdt+ dr)(−cdt+ dr) = 0, (2.64)
donde se concluye que:
u = ct+ r, (2.65)
w = −ct+ r, (2.66)
las variables u, w mantienen invariantes los conos de luz, es decir, los conos de luz mantienen
una apertura de 90◦. El intervalo ds2 en términos de estás variables es:
ds2 = dudw. (2.67)
El siguiente paso es encontrar una función que convierta el infinito en un punto. En este caso
se eligirá la función tangente hiperbólica y = tanh(x), por su comportamiento asintótico en el
lı́mite x→ ±∞. En términos de las varibales u, w es:
Y + = tanh(u), (2.68)
Y − = tanh(w), (2.69)
Usando (2.65) y (2.66) en las anteriores ecuaciónes se obtiene:
Y + = tanh(ct+ r), (2.70)
Y − = tanh(−ct+ r). (2.71)
Consideremos el plano (ct, r) con rango de las variables 0 < r < ∞ y −∞ < t < ∞, los
valores de t pueden ser negativos ya que se está evaluando los conos de luz en el pasado, y a
cada punto se le asigna un punto de la función Y ±. Para realizar el diagrama de Penrose-Carter
se sigue los siguientes pasos:
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Cuando r = 0 y t → ∞ se tiene Y + = 1. Para r = 0 y t → −∞ se tiene Y + = −1 y
para t = 0 y r → ∞ se obtiene Y + = 1 = Y −. Ası́ se obtienen tres puntos designados
como i+, i− y i0 respectivamente.
Cuando r = 1 y t → ∞ (matemáticamente igual al punto r = 0 y t → ∞) se tiene
Y + = 1 y para r = 1 y t→ −∞ se tiene Y − = −1.
Cuando t = ±1 y r →∞ se tiene Y + = 1 = Y −.
Al realizar los anteriores pasos se obtiene el siguiente diagrama:
Figura 5: Diagrama de Penrose para el espaciotiempo de Minkowski. Fuente la presente inves-
tigación
El punto i+ se llama futuro infinito temporal ya que contienen los puntos futuros finales
de todas las geodésicas temporales. El punto i− se llama pasado infinito temporal ya que
contienen los puntos pasados finales de todas las geodésicas temporales. El punto i0 se llama
infinito espacial ya que contienen los puntos finales de todas las geodésicas espaciales.
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La recta =+ se llama futuro infinito nulo ya que contiene los puntos finales futuros de todas
las geodésicas nulas salientes (no olvidar que las variables u,w mantienen invariantes los conos
de luz). La recta =− se llama pasado infinito nulo ya que contiene los puntos finales pasados
de todas las geodésicas nulas entrantes, ver figura 2.6.
Figura 6: Geodésicas nulas salientes y geodésicas nulas entrantes. Fuente la presente investiga-
ción
En una primera vista no se ha obtenido nada de los digramas de Penrose-Carter, parece una
nueva forma de ver el espacio−tiempo de Minkowski, sin embargo, como veremos a conti-
nuación, nos ayuda a comprender lo que ocurre en el colapso de una estrella. El diagrama de
Penrose-Carter para una estrella colapsando se muestra en la figura 3.7.
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Figura 7: Diagrama de Penrose-Carte para una estrella colapsando. Fuente la presente investi-
gación
El diagrama se lee desde la parte inferior. La lı́nea de mundo empieza desde el pasado infinito
temporal i−, un agujero negro se genera cuando la estrella colapsa hasta generar un horizonte
de eventos ası́ toda la materia de la estrella termina en la singularidad.
Para un planeta la lı́nea de mundo se origina en i− y termina en el futuro infinito temporal i+.
Si un nave viaja desde el planeta y pasa el horizonte de eventos nunca va poder salir, es la zona
de no retorno. Antes del horizonte de eventos todavı́a puede encontrar lineas de mundo que
terminen en i+ evitando la zona de no retorno.
Si consideramos el caso cuando la nave envı́e pulsos de luz al planeta se observa, claramente,
que antes del horizonte de eventos se encuentran en contacto. Cuando la nave pasa a la zona de
no retorno ninguna señal llega al planeta, los pulsos de luz terminan en la singularidad.
2.6.2. Diagrama Penrose-Carter para el espacio−tiempo Kruskal-Szekeres





(dX2 − dT 2). (2.72)
Para pulsos de luz ds2 = 0 :
dX2 − dT 2 = (dX − dT )(dX + dT ) = 0. (2.73)
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La anterior ecuación se puede ver como una transformación de dos variables ξ,Λ:
ξ = X + T, (2.74)
Λ = −X + T, (2.75)
las variables ξ,Λ mantienen invariantes los conos de luz, es decir, los conos de luz mantienen
una apertura de 90◦. El intervalo ds2 en términos de estás variables es:




El siguiente paso es encontrar una función que convierta el infinito en en punto. En este caso
se elegirá la función tangente hiperbólica y = arctan(x), por su comportamiento asintótico en
el lı́mite x→ ±∞. En términos de las variables ξ,Λ es:
γ = arctan(ξ), (2.77)
ζ = arctan(Λ). (2.78)
Usando (2.77) y (2.78) en las anteriores ecuaciones se obtiene:
γ = arctan(X + T ), (2.79)
ζ = arctan(−X + T ). (2.80)
En la sección 2.5.2 se obtuvo que la singularidad r = 0, satisface la ecuación de una hipérbole,
dada por la expresión:
T 2 −X2 = 1. (2.81)
Al utilizar las ecuaciones (2.79) y (2.80) en la anterior ecuación se obtiene que:
tan γ tan ζ = 1, (2.82)
sin γ sin ζ − cos℘ cos ζ = 0, (2.83)
cos(γ + ζ) = 0, (2.84)
γ + ζ = ±π
2
, (2.85)
entonces, la singularidad r = 0, en las coordenadas (γ,ζ) se expresa a partir de dos rectas:
γ = −ζ − π
2
y γ = −ζ + π
2
. El horizonte de eventos r = S, caracterizado por las rectas:
T = −X y T = X , en las coordenadas (γ,ζ) se expresa como: γ = 0 y ζ = 0, respectivamente.
Al observar las ecuaciones (2.79) y (2.80) se observa que el espacio−tiempo se encuentra
limitado por las rectas constantes: γ = ±π
2
y ζ = ±π
2
. Al realizar el anterior proceso se obtiene
el diagrama de Penrose-Carter para el espacio−tiempo de Kruskal-Szekeres (ver figura 2.8).
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Figura 8: Diagrama de Penrose-Carter para el espaciotiempo de Kruskal-Szekeres. Fuente la
presente investigación
De manera análoga a lo visto en el diagrama de Penrose-Carter para el espacio−tiempo de Min-
kowski se identifica: a i+ como el futuro infinito temporal ya que contienen los puntos futuros
finales de todas las geodésicas temporales. El punto i− se llama pasado infinito temporal ya
que contienen los puntos pasados finales de todas las geodésicas temporales. El punto i0 se
llama infinito espacial ya que contienen los puntos finales de todas las geodésicas espaciales.
La recta =+ se llama futuro infinito nulo ya que contiene los puntos finales futuros de todas
las geodésicas nulas salientes. La recta =− se llama pasado infinito nulo ya que contiene los
puntos finales pasados de todas las geodésicas nulas entrantes.
Debido a que los conos de luz mantienen una apertura de 90◦ todas las trayectorias en la región
II se dirijen hacia la singularidad; una partı́cula que no pase el horizonte de eventos aún puede
encontrar trayectorias que apunten hacia i+, en contraste con una partı́cula que pase el horizonte
de eventos, todas las trayectorias se dirigen hacia la singularidad: la singularidad es inevitable.
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CAPÍTULO 3. ONDAS GRAVITACIONALES
El camino de conocimiento de la naturaleza surge en la necesidad del Ser humano en compren-
der la realidad, en una busqueda de su propio significado. En este ir y venir fue construyendo
la realidad a partir del lenguaje inscripto en la naturaleza: las matemáticas, como un lector que
diáloga con la autora a través del texto para construir el significado de este.
El descubrimiento de un nuevo lenguaje matemático de la naturaleza lleva consigo una nueva
comprensión de la realidad, como puede verse reflejado en la teorı́a de la relatividad general.
Cuando se comprendieron las ecuaciones de Einstein−Hilbert cientı́ficos comenzaron a prede-
cir y desvelar los secretos de la naturaleza que antes permanecian ocultos ante la mirada del Ser
humano. Uno de suma importancia fue predicho por el gran Albert Einstein en 1916: existen
perturbaciones que se propagan a la velocidad de la luz por el espacio−tiempo, llamadas on-
das gravitacionales. Está predicción fue comprobada en 2015 por LIGO (Laser Interferometer
Gravitational Wave Observatory).
Comprender la fundamentación matemática de las ondas gravitacionales es de suma impor-
tancia ya que desvelan una nueva forma de comprender la naturaleza, nos invitan a explorar
regiones desconocidas del Universo.
El presente capı́tulo es una invitación a re-descubrir el lenguaje matemático de las ondas gravi-
tacionales, una invitación a sumerguirnos en la mente de Einstein cuyas ideas aun siguen vivas
en nuestro alrededor.
Se comenzara linealizando las ecuaciones del campo gravitacional, es decir, encontraremos
cuál es la forma matemática del campo gravitacional en un espacio−tiempo aproximadamente
plano, aquı́ aparece de forma natural una ecuación semajante a una ecuación de onda.
Posteriormente, se analizara la energı́a y generación de ondas graviacionales y se finalizara con
algunos detalles fı́sico−matemáticos del experimento LIGO.
3.1. Lı́mite de campo débil
El lı́mite de campo débil se define como un espacio−tiempo aproximadamente plano, corres-
ponde a masas (energı́a) pequeñas que generan deformaciones mı́nimas en el espacio−tiempo.
Comenzemos definiendo el tensor métrico gµν para un espacio−tiempo aproximadamente plano,
tal que:
gµν := ηµν + hµν donde hµν = hνµ y |hµν | << 1, (3.1)
y las derivadas parciales de hµν son pequeñas. La matriz hµν se llama la métrica de pertur-
bación. Para encontrar la métrica inversa definamos gµν = ηµν + bµν , donde |bµν | << 1.














A primer orden la anterior identidad se cumple si:
bµβ = −hµβ = −ηµνηβαhνα, (3.4)
entonces la métrica inversa es:
gµν = ηµν − hµν , (3.5)
esto significa que se puede subir y bajar ı́ndices del orden de la magnitud de hµν utilizando la
métrica del espacio−tiempo de Minkowski ηµν . En este momento surge una pregunta: ¿Qué
forma adquiere las ecuaciones del campo gravitacional en el lı́mite de campo débil? Para res-






T µν , (3.6)
si definimos el tensor de Einstein Gµν , como: Rµν − 1
2





T µν . (3.7)
El lado izquierdo relaciona la parte geométrica del espacio−tiempo y es en donde nos enfocare-
mos. Para conocer la nueva forma de la parte geométrica del espacio−tiempo sólo es necesario
conocer el tensor de Riemann porque el tensor y el escalar de Ricci son contracciones de esté.
El tensor de Riemann Rαβµν se cálcula a partir de la siguiente expresión:
Rαβµν = Γ
α
βµ,v − Γαβν,µ − ΓασµΓσβν + ΓασνΓσβµ, (3.8)




gαλ(gµλ,σ + gλσ,µ − gσµ,λ). (3.9)
Para encontrar la forma que adquiere el tensor de Riemann, para el espacio−tiempo cuasi-








ηαλ(hµλ,σ + hλσ,µ − hσµ,λ), (3.11)
donde se ha despreciado términos a segundo orden en hµν . Desde este momento sólo se con-
siderara términos a primer orden en hµν a menos que se diga lo contrario. Al reemplazar la







ηαλ(hµλ,β + hλβ,µ − hβµ,λ),ν −
1
2












(hµγ,βν − hβµ,γν − hνγ,βu + hβν,γµ). (3.14)






ηγν(hβµ,γν + hνγ,βµ − hµγ,βν−hβν,γµ). (3.15)
Para obtener el escalar de Ricci R se realiza una nueva contracción de ı́ndices:
R = gβµRβµ =
1
2
ηβµηγν(hβµ,γν + hνγ,βµ − hµγ,βν−hβν,γµ). (3.16)






























νβ − ∂µ∂νh− ∂β∂βhµν + ηµν∂θ∂θh− ηµν∂θ∂βhβθ).
Por lo tanto, las ecuaciones de Einstein-Hilbert quedaran como:
∂ν∂γh
µγ + ∂µ∂βh
νβ − ∂µ∂νh− ∂β∂βhµν + ηµν∂θ∂θh− ηµν∂θ∂βhβθ =
16πG
c4
T µν . (3.19)
La anterior ecuación se puede simplificar definiendo la métrica de perturbación con traza
invertida Hµν como:




Con lo anterior5 se obtiene que:


























T µν , (3.22)



















T µν , (3.23)
∂β∂βH
µν − ∂ν∂γHµγ − ∂µ∂βHνβ + ηµν∂θ∂βHβθ = −
16πG
c4
T µν . (3.24)
Para simplificar la ecuación (3.24) se utiliza una transformación Gauge que consiste en esco-
ger un nuevo sistema de coordenadas x′α relacionadas con el sistema original xα de la forma:
x
′α:= xα + ξα donde |ξα| << 1. (3.25)

















α ≈ δβα − ∂αξβ. (3.27)






















ν − δαµ∂νξβ − δβν∂µξα)(ηαβ + hαβ), (3.30)
g
′
µν ≈ ηµν − ηµβ∂νξβ − ηαν∂µξα + hµν , (3.31)
g
′
µν ≈ ηµν + hµν − ∂νξµ − ∂µξν , (3.32)
y debido a que g′µν = ηµν + hµν
′




= hµν − ∂νξµ − ∂µξν . (3.33)
Ahora analicemos como transforma la ecuación (3.20):
















′ − h). (3.36)
Ahora:
h
′ − h = h′ − ηαβhαβ = h




µν = Hµν − ∂µξν − ∂νξµ + ηµν∂αξα. (3.38)
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(∂β∂νhµγ − ∂β∂ν∂µξγ − ∂β∂ν∂γξµ − ∂γ∂νhβµ + ∂γ∂ν∂βξµ + ∂γ∂ν∂µξβ,






(∂β∂νhµγ − ∂γ∂νhβµ − ∂β∂µhνγ + ∂γ∂µhβν), (3.41)
obsevando la ecuación (3.14), se tiene que R′γβµν = Rγβµν . De está manera hemos concluido
que el tensor de Riemann es invariante bajo la transformación Gauge, es decir, la transforma-
ción Gauge no afecta a las ecuaciones de Einstein-Hilbert en el lı́mite de campo débil; Si hµν (ó




µν )también lo hacen.
Por el criterio anterior, se puede afirmar que dada una solución de las ecuaciones de Einstein-
Hilbert en el lı́mite de campo débil se puede generar una familia de soluciones usando diferentes
transformaciones Gauge, ajustando el factor Gauge ξα (MOORE, 2010) ; esto se llama Gauge
libre.
Entonces, el paso siguiente es fijar un valor del factor Gauge de modo que simplifique la
ecuación (3.24). Observemos que si en la ecuación (3.24) (en términos de H ′µν) las derivadas
de la forma ∂µH
′µν fueran cero, se llegaria a una ecuación semejante a una ecuación de onda.
Este sera nuestro enfoque, llegar a la ecuación de onda, por consiguiente, se escogera un factor




Comprobemos que (3.42) cumple con nuestro requerimiento. La ecuación (3.33) implica que:
H
′µν = Hµν − ∂µξν − ∂νξµ + ηµν∂αξα, (3.43)
tomando derivada parcial ∂µ en la anterior ecuación, se obtiene que:
∂µH
′µν = ∂µH




µν − ∂µ∂µξν , (3.45)
∂µH
′µν = 0, (3.46)
la ecuación (3.46) se conoce como el Gauge de Lorentz, y por lo tanto la ecuación (3.24) en
el Gauge de Lorentz es:
2Hµν = −16πG
c4
T µν , (3.47)
donde 2 es el operador D’Alambertiano y se ha omitido ′. De forma elegante las ecuaciónes
(3.47) son lineales en la métrica de perturbación con traza invertida y lo más importante, son
completamente desacopladas.
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3.2. Solución a las ecuaciones de campo linealizadas en el
vacı́o
Las ecuaciones de campo linealizadas en el vacı́o son:
2Hµν = 0. (3.48)
La anterior ecuación es una ecuación de onda cuya solución Hµν es una onda gravitacional
plana de la forma:
Hµν = Aµν cos(kσx
σ) = Aµν cos(k.x− wt), (3.49)






+ k2 = 0. (3.50)
En consecuencia las ondas gravitacionales se propagan a la velocidad de la luz. Adicionalmen-
te, al aplicar el Gauge de Lorentz (∂µHµν) a la onda plana se obtiene:
kµA
µν = 0, (3.51)
ası́ pues se concluye que la onda gravitacional plana es perpendicular a la dirección de propa-
gación.
3.2.1. Gauge transversal-sin traza
Consideremos una transformación Gauge de la forma:
ξµ = Bµ sin(kσx
σ), (3.52)
donde las componentes del cuadrivector Bµ son constantes. Apliquemos el operador ∂α∂α a la




σ) = −kσkσBµ sin(kσxσ) = 0, (3.53)
∂α∂αξ
µ = 0. (3.54)
Con está nueva transformación nuestra onda plana gravitacional Hµν se convierte en:
H
′µν = Hµν − ∂µξν − ∂νξµ + ηµν∂αξα, (3.55)
H
′µν = Hµν − ηµγ∂µξν − ηνβ∂βξµ + ηµν∂αξα, (3.56)
y ya que ∂µξν = Bνkµ cos(kσxσ) se obtiene:
H
′µν = Aµν cos(kσx
σ)− ηµγkγBν cos(kσxσ)− ηνβkβBµ cos(kσxσ) + ηµνkαBα cos(kσxσ),
(3.57)
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Tomando H ′µν = A′µνcos(kσxσ) la anterior ecuación implica:
A
′µν = Aµν − ηµγkγBν − ηνβkβBµ + ηµνkαBα, (3.58)
A
′µν = Aµν − kµBν − kνBµ + ηµνkαBα. (3.59)
Debido a que Bν es arbitraria se puede escoger apropiadamente sus componentes tal que:
A
′µ0 = 0 y A
′µ
µ = 0, (3.60)
las ecuaciones (3.60) definen lo que se conoce como el Gauge transversal-sin traza. Una onda
gravitacional plana que satisfaga las ecuaciones (3.60) la denotaremos con el sı́mbolo HµνTT .




Lo anterior expresa que no existe diferencia entre hµνTT y HµνTT en el vacı́o.
3.2.2. Una onda gravitacional propagandose en la dirección +z










Entonces el Gauge de Lorentz, ecuación (3.30), se reduce a Aν3 = A3ν . Esto junto con las
condiciones Gauge TT y la simetria de Aνµ implican:
Gauge TT y simetrı́a A0ν = Aν0 = 0,
Gauge Lorentz y simetrı́a Aν3 = A3ν = A0ν = 0,
Gauge TT Axx + Ayy = 0.
Con estas relaciones las componentes de la matriz Aµν son:
Aµν =

0 0 0 0
0 Axx Axy 0
0 Axy −Axx 0




0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 0
+ A×

0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0




xx = −Ayy y A× = Axy = Ayx (3.65)
Las cantidades A+ y A× se llaman polarizaciones de las ondas gravitacionales debido a su
analogı́a con las ondas electromagnéticas. Estos dos estados de polarización se llaman “verti-
cal” y “diagonal” o “suma” y “cruz”, por razones que se explicaran la siguiente subsección.
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3.2.3. Efecto fı́sicos de las ondas gravitacionales sobre las partı́culas
Al considerar una partı́cula en reposo, en ausencia de ondas gravitacionales, su cuadrivelocidad
viene expresada por Uµ ≈ (c, 0, 0, 0). El efecto de una onda gravitacional sobre está partı́cula





















c2ηαλ(h0λ,0 + hλ0,0 − h00,λ), (3.68)
donde en la tercera lı́nea se ha echo uso de (3.11). Ahora adoptemos el Gauge TT, caracterizado




al parecer las ondas gravitacionales no tienen ningún efecto sobre la partı́cula, sin embargo,
está ecuación realmente no expresa esto; en realidad significa que la partı́cula es estacionaria
con respecto al sistema de coordenadas dados por el Gauge TT, en otras palabras, el sistema de
coordenadas de la partı́cula en reposo permanecen fijas al paso de la onda gravitacional.
Para encontrar el efecto real de la onda gravitacional consideremos un conjunto de partı́culas
estacionarias ubicadas en un anillo de radio R en el plano x − y (antes que pase la onda gra-
vitacional), con una partı́cula de referencia en el centro del anillo. Los desplazamientos para
cualquier partı́cula relativa al centro del anillo dx = R cos θ y dy = R sin θ permanecen fijas
en el sistema de coordenadas TT, como lo vimos anteriormente. Ahora imagine que una onda
plana polarizada “verticalmente” (lo que implica A× = 0) se mueve en la dirección +z a lo
largo del circulo, en está condición el intervalo ds2 se expresa como:
ds2 = gµνdx
µdxν = (ηµν + h
TT
µν)dx




ds2 = [ηµν + Aµν cos(kσx
σ)] dxµdxν , (3.71)
debido a que z = 0 se obtiene kixi = 0. Entonces:
ds2 = [ηµν + Aµν cos(wt)] dx
µdxν , (3.72)
ds2 = [ηµν + Aµν cos(wt)] dx
µdxν , (3.73)
ds2 = [ηxx + Axx cos(wt)] dx
2 + [ηyy + Ayy cos(wt)] dy
2 + 2Axy cos(wt)dxdy, (3.74)
donde asumimos dt = 0. En nuestro caso Axy = 0 y ya que Axx = −Ay, se obtiene:
ds2 = R2cos2θ [1 + A+ cos(wt)] +R








ds2 = R2 [1 + A+ cos(wt) cos(2θ)] , (3.77)











donde se echo uso de la aproximación binomial (1 + x)
1
2 ≈ 1 + x
2
. De manera análoga se
puede demostrar que para una onda gravitacional polarizada “diagonalmente” (lo que implica









Ası́ se concluye que la onda gravitacional deforma el anillo de radioR, graficamente se muestra
en las figuras (3.1−3.4), las curvas punteadas expresan al conjunto de partı́culas en ausencia de
ondas gravitacionales y las curvas roja y verde, expresan al conjunto de partı́culas cuando pasa
la onda gravitacional.
Figura 9: Ondas gravitacional con polarización “vertical” wt = 0. Fuente la presente investi-
gación
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Figura 10: Ondas gravitacional con polarización “vertical” wt = π. Fuente la presente investi-
gación
Figura 11: Ondas gravitacional con polarización “diagonal” wt = 0. Fuente la presente inves-
tigación
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Figura 12: Ondas gravitacional con polarización “diagonal” wt = π. Fuente la presente inves-
tigación
3.3. Energı́a gravitacional
En fı́sica existe un principio fundamental, la conservación de la energı́a y el momento: en un sis-
tema cerrado la energı́a y el momento se conservan. Debido a que estamos estudiando espacios
curvos, surge de inmediato la pregunta: ¿La energı́a en espacios curvos también se conserva?.
Se podrı́a caer en el error de responder, apresuradamente, si. Observe que la conservación de
la energı́a y momento surgen debido a las simetrias del espacio y tiempo en el espacio−tiempo
de Minkowski, para un espacio−tiempo en general no existen tales simetrias.
Adicionalmente se debe tener en cuenta, el detalle, que el tensor de energı́a−momento, en las
ecuaciones de Einstein-Hilbert, no incluye al campo gravitacional porque una transformación
de coordenadas a un sistema en caida libre puede eliminar los efectos gravitacionales en un
evento dado, debido al principio de equivalencia. Entonces, no se puede construir un tensor de
energı́a momento asociado al campo gravitacional ya que en un punto dicho tensor seria cero y
por consiguiente seria cero en cualquier punto. De aquı́ se concluye que la energı́a gravitacional
no es localizable, es por esto razón que no aparece en las ecuaciones de Einstein-Hilbert.
Al conocer los anteriores argumentos ya no resulta tan trivial responder a la pregunta que si
la energı́a y el momento en espacios curvos se conserva. Un lector atento podrı́a preguntar: ¿
sı́ no existe una energı́a asociada al campo gravitacional por qué las partı́culas realizan des-
plazamientos al paso de una onda gravitacional (ver sección anterior)? Esto ocurre porque se
observó de manera global el espacio.
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En el caso del lı́mite de campo débil se puede construir un tensor de energı́a-momento con-
siderando segundos términos ( h2) en el procedimiento desarrollado en la sección (3.1), aso-
ciandolos a términos como energı́a gravitacional, despreciando términos de orden superior, y se
considera un promedio sobre una pequeña región sobre varias longitudes de ondas de modo que
se aprecie la curvatura del espacio−tiempo, este proceso se denotara como 〈....〉. Es importante
señalar que el promedio de las primeras derivadas es cero, ya que el promedio es sobre todas
las direcciones en cada punto, es decir, para un campo tensorial a(x), se obtiene 〈∂µa〉 = 0
(DEWITT, 2011). Esto tiene la consecuencia de que:
〈∂µ(ab)〉 = 0 (3.81)





Con todo esto en mente, proseguiremos a construir el tensor de energı́a−momento para el
campo gravitacional, calculando el Tensor de Einstein Gµν a segundo orden en (h2); parte
izquierda de la ecuación (3.6), comenzemos calculando el tensor de Ricci Rβµ.
3.3.1. Tensor de Ricci Rβµ a segundo orden en h2
El tensor de Ricci Rβµ se calcula a partir de la expresión:
Rβµ = ∂αΓ
α








(∂βhµλ + ∂µhλβ − ∂λhβµ). (3.84)
























El tercer término de (3.83) a segundo orden es:











β − 2∂σhαµ∂σhβα). (3.87)










β − ∂σh∂σhβµ). (3.88)

















































Al utilizar el Gauge TT; caracterizado por: HµυTT = hµvTT y ∂µHµυTT = 0, en la ecuación







































































= 0, bajo el Gauge Lorentz. De manera
análoga los tres primeros términos son cero. Ası́, después de una larga álgebra, se obtiene una


































De está manera, se concluye que el tensor de energı́a-momento asociado al campo gravitacional











3.4. Generación de ondas gravitacionales
Hasta el momento se ha resuelto la ecuaciónes de Einstein-Hilbert linealizadas en el vacı́o el
paso siguiente es encontrar la solución general, es decir, encontrar una solución en presencia




















para una demostración detallada ver ANEXO B. La interpretación a la anterior ecuación debe
ser clara: La perturbación en el campo gravitacional en (x,t) es la suma de la energı́a y el
momento de la fuente ubicada en el punto (
∣∣x− x′∣∣ , tr) donde tr = t − ∣∣∣x−x′ ∣∣∣c (CARROLL,
2003).
Consideremos el caso donde la radiación gravitacional es emitida por una fuente aislada y
lejana respecto al punto de observación. Ahora, para una función del espacio−tiempo ζ(x, t)











Por lo tanto, si asumimos que la transformada de Fourier es válida para la perturbación métrica



























































Para proseguir, consideremos que la fuente se mueve lentamente entonces la radiación gravita-
cional emitida posee frecuencias cortas. Además, ya que la fuente se encuentra a una distancia
espacial r muy grande las diferentes partes de la fuente r + δr cumplen δr << r, con lo cual
se puede considerar la siguiente aproximación














Ahora enfoquemos nuestra atención en la implicación del Gauge de Lorentz ∂µHµν = 0 en el
espacio de frecuencias:
∂µH





























de aquı́ se concluye que sólo es necesario conocer las componentes espacialesHkj para obtener
todas las componentes de Hµν . De manera análoga se puede demostrar que para la condición
∂µT
µν = 0 se obtiene:
T 0ν = −ic
w
∂kT kν . (3.110)
A partir de este momento nos enfocaremos sólo en las componentes espaciales. Observe que:∫
d3x′∂k′ (x
′iT kj) = 0, (3.111)
por el teorema de la divergencia. La anterior ecuación implica:∫
d3x′δ′ikT kj +
∫
d3x′x′i∂k′T kj = 0, (3.112)∫
d3x′T ij +
∫
d3x′x′i∂k′T kj = 0, (3.113)∫
d3x′T ij = −
∫
d3x′x′i∂k′T kj. (3.114)
Utilizando la ecuación (3.110) se obtiene que:∫





d3x′T ij = −iw
2c
∫
d3x′(x′iT 0j + x′jT 0i). (3.116)
Ahora, teniendo en cuenta que:
∂l′(x
′ix
′jT 0l) = x
′jT 0i + x
′iT 0j + x
′ix
′j∂l′T 0l, (3.117)
la ecuación (3.114) se reescribe ası́:∫


























′jT 00d3x′ . (3.120)





′jT 00(w, x′)d3x′ . (3.121)
Utilizando (3.117) y (3.120) la ecuación (3.103) se expresa como:

























































A partir de la ecuación (3.127) concluimos que la radiación gravitacional es proporcional a
la segunda derivada del tensor de momento cuadrupolar, por lo tanto, la radiación gravitacio-
nal es muy debı́l. En el electromagnétismo, la radiación electromagnética es generada por el
momento dipolar por consiguiente la radiación electromagnética es más fuerte que la radiación
gravitacional.
Observe que el momento dipolar no puede generar radiación gravitacional ya que la energı́a y

























d3x T 0i, (3.132)
donde en la segunda lı́nea se utilizo ∂µT µν = 0 y en la tercera lı́nea se integro por partes. Al
aplicar una derivada temporal la anterior expresión es cero porque el momento se conserva.
Además hay que mencionar que las fuentes estáticas no generan ondas gravitacionales debido
a la dependencia temporal en la ecuación (3.122). El teorema de Birkhoff, visto en el capı́tulo
anterior, menciona que para cualquier objeto simétrico la solución a las ecuaciones de Eins-
tein en el vacı́o deben ser estáticas y asintóticamente planas. Aquı́ se obtiene la importante
conclusión: un objeto simétrico no genera ondas gravitacionales.
3.4.1. El flujo de energı́a de las ondas gravitacionales
Debido a la analogı́a que presenta el momento dipolar con la expansión multipolar en mecánica










J ij = I ij − 1
3
ηijI, (3.134)
la traza de J ij es cero. De aquı́ se obtiene:




Observe que si estamos ubicados lo suficientemente lejos de la fuente, las ondas gravitaciona-
les son aproximadamente planas, por consiguiente podemos utilizar el Gauge TT. Entonces la
ecuación (3.127) en el Gauge TT es:
Hij







Utilizando la ecuación (3.134) la anterior expresión se convierte en:
Hij







Antes de proseguir detengamonos a analizar las componentes de la amplitud en TT Aµν para
una onda gravitacional plana:
Hµν = Aµν cos(kαx
α + θ0). (3.138)
Viajando en una dirección arbitraria indicada por el vector unitario n las condiciones Gauge
requieren A0µ = Aµ0 = 0 ası́ que sólo es necesario conocer las componentes espaciales Ajk.
Para el caso particular de una onda gravitacional moviendose en dirección +z se cumple:
AxxTT = −AyyTT =
1
2






las restantes componentes son cero. En este caso la condición Lorentz implica A0µ = Az0 = 0,
es decir, se hicieron cero las componentes de la matriz Aνµ que viajen en la dirección de
porpagación +z. Esto es equivalente a proyectar la matriz Ajk original en el plano xy. Bajo
este razonamiento se deduce que las ondas que viajan en la dirección n proyectan la matriz
Ajk sobre el plano perpendicular a la dirección n. De inmediato surge la pregunta: ¿Qué factor
proyecta la matriz sobre un plano?.
Resulta que el operador:
P jm := δ
j
m − njnm, (3.141)
convierte a un vector arbitrario B a un vector BjP = P jmBm que corresponde la proyección


















































































en este paso se uso las propiedades del operador del proyección (ver ANEXO C). Utilizando la



































































En este momento ya estamos en posición de encontrar el flujo de energı́a de las ondas gravita-





















































en la segunda lı́nea se utilizó ∂rJTT ij = −1c∂0J
TT
ij . Reemplazando (3.152) y (3.154) en


































Está ecuación expresa el flujo de energı́a para las ondas gravitacionales en el Gauge TT, el paso
siguiente es calcular la energı́a total irradida.
3.4.2. Energı́a total irradiada
En la anterior subsección se encontro el flujo de energı́a generado por las ondas gravitacio-
nales para una fuente aislada (que se mueve lentamente) y lejana del punto de observación,
el siguiente paso es encontrar la energı́a total irradiada y para eso se considera un elemento
diferencial de área dA de una esfera tal que dA = r sin θ cosφ definida por un vector unitario
n = [sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ], luego se integrara en toda la esfera. Entonces la energı́a total


































































Los tres términos dentro de las integrales dependen de las variables θ y φ a través de los vectores
unitarios n: Las componentes de
...
J
kl sólo dependen de la ubicación de la fuente en nuestro
65





































nanbnmnn sin θdθdφ. (3.160)
















nanbnmnn sin θdθdφ =
4π
15
(ηabηmn + ηbmηan + ηbnηam). (3.163)































































el signo menos representa la disminución de la energı́a total de la fuente.
3.4.3. Aplicación a un sistema binario
Consideremos dos partı́culas A y B de masa m1 y m2 respectivamente separadas por una dis-
tancia fijaD, es decir, orbitan entre si como si estuvieran sujetas a una cuerda girando alrededor
de su centro de masa. Además supondremos que la rotación este ubicada en el plano xy. Los













donde se utilizó RCM = m1r1+m2r2m1+m2 y ri = rDi +RCM , aquı́ rDi representa la distancia de la
partı́cula i al centro de masa, con i = 1, 2. Ahora se define t = 0 como el instante cuando la
m1 cruza el eje +x. Las coordenadas x1, y1 y x2, y2 para un instante de tiempo t son:
x1 = r1 cos (wt) =
m2D
m1 +m2






x2 = −r2cos(wt) =
m1D
m1 +m2





debido a que las partı́culas se mueven lentamente se puede utilizar la aproximación T 00 ≈ ρc2





























































































donde µ es la masa reducida µ = m1m2
m1+m2
. De manera análoga se obtienen las otras componentes.
Ası́ el tensor de momento cuadrupolar J jk da:




cos (wt) sin (wt) 0






Usando las identidades cos θ sin θ = 1
2

















+ cos (2wt) sin (2wt) 0
sin (2wt) 1
3




Su segunda y tercera derivada temporal son:
J̈ jk = 2µc2D2w2










respectivamente. Esto ocurre en el Gauge TT para la radiación en la dirección +z, ası́ que
para un observador en la dirección +z a una distancia R del sistema del centro de masa la




































































donde θ = 2w(t− R
c
). Ası́ concluimos que la energı́a radiada se expresa en términos de µ, D,
w, a continuación estudiaremos el caso para un sistema binario.
Aplicación a un sistema binario de estrellas
Supongamos un sistema binario de dos estrellas que se encuentren a una distancia D muy
grande y que su movimiento sea lento de modo que la teorı́a gravitacional newtoniana sea
válida. En estás condiciones se puede encontrar una relación entre la distanciaD y la frecuencia
angular w. Dado que la cantidad fı́sica más fácil de observar es w, se buscara una expresión


























dondeM es la masa totalM = m1+m2. Las amplitudes de polarización (ver ecuación (3.181)),
para una onda viajando en dirección +z son:




































La anterior ecuación implica que la energı́a perdida aumenta drasticamente a medida que la
masa total M , ó la frecuencia angular w, aumenta. En los cálculos que se ha realizado hasta el
momento se ha supuesto que las cantidades D y w permanecen constantes, sin embargo, para
un sistema binario real la separación de las estrellas como la frecuencia angular no permanece
constante, entonces los cálculos realizados hasta el momento no son del todo correctos, pero
siempre que la energı́a irradiada se escape de manera lenta se justifica ignorar las variaciones
temporales en D y w.
Sistema binario real



















































































































Para tener más claro las ecuaciones anteriores consideremos los datos del sistema binario ε
Boöres: dos estrellas con masa de 1,0M y 0,5M orbitando con un periodo T = 23, 300s la
distancia a este sistema es de 3,6 × 1017m (OHANIAN Y RUFFINI, 2013). Para este sistema
se obtienen los siguiente valores:
A× = 8,7× 10−21, (3.201)
dE
dt
= −1,1× 1023W, (3.202)
dT
dt
= −8,4× 10−14. (3.203)
Como es de esperarse, la razón de cambio en el perı́odo es muy pequeño, de la ecuación (3.104),
se observa que la elongación debido al paso de una onda gravitacional es extremedamente
pequeña, por lo cual parece casi imposible realizar una medición de tal magnitud. Cuando
Albert Einstein descubrió el tamaño de la amplitud, dijo que seria imposible comprobar la
existencia de las ondas gravitacionales; otro error de Einstein.
En 2015 se detectó las ondas gravitacionales en el observatorio de ondas gravitacionales por
interferometrı́a laśer, más conocido como LIGO, comprobando la predicción de Einstein y a
la vez mostrando el error en el cuál se encontraba.
Entonces, luego se sumergirnos en los rizos espacio−temporales vamos a entrar a explicar el
funcionamiento principal y ciertos detalles experimentales de LIGO.
3.5. LIGO
Antes de comenzar, es necesario mencionar que el conocimiento utilizado por LIGO es muy
amplio y avanzado por lo que es muy difı́cil explicar de manera detallada toda su instrumen-
tación. Entonces, lo que se pretende es dar a conocer las ideas básicas de su funcionamiento
de está manera los cálculos realizados en está sección, no son los más fieles a LIGO, con está
aclaridad comenzemos.
Para detectar ondas gravitacionales LIGO utiliza un interferómetro de Michelson que en su
forma más simple consiste en un láser monocromático, un espejo de reflexión parcial (divisor
de luz), dos espejos localizados a una distancia del divisor de luz en dos direcciones ortogonales
y un fotodetector (SAULSON, 1994), ver figura 3.5.
Al encender el láser la luz transmitida llega al divisor de luz y luego viaja a los dos espejos que
posteriormente los refleja para unirse en el divisor de luz y llegar al fotodetector. La medición
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consiste en observar el patrón de interferencia en el fotodetector, es decir, se mide la diferencia
de fase en los dos haces de luz.
Para proseguir con la parte matemática del interferómetro es necesario aclarar las caracteristicas
de los espejos y el divisor de luz: el divisor de luz es de 50-50, es decir, el coeficiente de
reflexión es Cr = 1√2 y Cr = −
1√
2
(ver ANEXO D), del otro lado el coeficiente de transmisión
es Ct = 1√2 , además los espejos en el final de los brazos son perfectamente reflectores, es decir,
r = −1.
Figura 13: Interferómetro Michelson, utilizado para detectar ondas gravitacionales. Fuente la
presente investigación
Considerando el interferómetro ubicado en el plano xy y nuestro origen de coordenadas en el
divisor de luz, el campo eléctrico de la señal de luz de entrada es E0e−i(wt−kLx), ası́ cuando el
haz de luz llega al divisor de luz campo eléctrico que es transmitido se multiplica por un factor
1√
2
y análogamente para la luz reflejada a lo largo del eje y.
Al incidir en el espejo totalmente refractante cada campo eléctrico se multiplica por -1. Al llegar
al divisor de luz el campo eléctrico que se refleja se multiplica por − 1√
2
y el campo eléctrico
que se transmite se multiplica por 1√
2










Esalida = −iE0e−i[wLt−kL(Lx+Ly)] sin [kL(Ly − Lx)], (3.205)
entonces la potencia medida por el fotodetetor es proporcional a:
|Esalida|2 = E02 sin2 [kL(Ly − Lx)]. (3.206)
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Cuando Ly = Lx se obtiene |Esalida|2 = 0 entonces el fotodetector no realizara ninguna medi-
ción porque las ondas interfieren destructivamente. En conclusión, en ausencia de ondas gravi-
tacionales no se observa ningún patrón de luz en el fotodetector.
Interacción con ondas gravitacionales: En la sección anterior descubrimos que el paso de una
onda gravitacional produce un desplazamiento en las partı́culas en una determinada región, por
lo tanto nuestro objetivo es medir el desplazamiento de los espejos haciendo uso del interfero-
metro en el cuál se observa un patrón de luz detectada por el fotodetector, expresado de manera
más formal, es necesario medir la diferencia de fase entre los dos haces de luz.
Debido a que la onda gravitacional cambia la distancia a la cual se encuentran los espejos lo
que se requiere es calcular el tiempo que se demora en llegar cada haz de luz al divisor. Para
encontrar el tiempo que tarda cada haz de luz partamos del intervalo espacio−temporal ds2 en
el sistema TT para una polarización “vertical”, ver sección 4.2.2, dada por:
ds2 = gµνdx
µdxν , (3.207)
ds2 = −c2dt2 + [1 + h+(t)] dx2 + [1− h+(t)] dy2 + dz2. (3.208)
Los fotones se caracterizan por viajar a lo largo de geodesicas nulas, ds2 = 0, ası́ que para el
haz de luz a lo largo del eje x se obtiene:







donde se ha echo usa de la aproximación (1 + x)−
1
2 ≈ 1− x
2
teniendo en cuenta que la amplitud
de la onda gravitacional es debı́l. Aquı́ el signo positivo indica el viaje del haz de luz del divisor
al espejo y el signo negativo indica el viaje del espejo al divisor. Considerando que el fotón llega
al divisor de luz a un tiempo t0 y tomando la longitud de los dos brazos como L la anterior














Luego el fotón es reflejado y regresa al divisor de luz a un tiempo t2 entonces usando el signo

























Sumando las ecuaciones (3.211) y (3.213) se obtiene:













































la indicación OG se la utiliza para no confundir las frecuencias asociadas a la onda gravitacio-
nal y la frecuencia del láser. Usando la identidad sin(α+ 2β)− sin(α) = 2 sin β cos(α+ β) la
anterior ecuación se reescribe como:











































De manera análoga para el brazo y se obtiene (lo que difiere es en el signo menos en h(t)):























En la práctica estamos interesados en el haz de luz que sale del divisor por lo que es útil
reescribir las ecuaciones a un valor de tiempo t2 = t y calcular el valor correspondiente a t0,

































































































donde se observa de manera clara que ∆φx = −∆φy. El campo eléctrico de salida es la suma
de los dos campos eléctricos de cada brazo es decir:
Esalida(t) = E



































c ) sin ∆φx. (3.230)
El potencial total ( |Esalida|2) observado por el fotodetector es:
P = P0 sin
2 ∆φx. (3.231)
Está ecuación expresa que para detectar onas gravitacionales es necesario medir la cantidad
∆φx, para darnos una idea de su valor consideremos el caso cuando wOGLc << 1 entonces φx











∆L = k∆L. (3.233)













Suponiendo que los brazos tengan una longitud de 4000m y una amplitud de una onda gravi-
tacional del orden de 10−21(ver sección anterior) la variación correspondiente de los espejos es
del orden:
∆L ∼ 10−18m. (3.236)
Como se puede apreciar ∆L es un valor muy pequeño comparelo con el tamaño del núcleo áto-
mico 10−15m. En conclusión, para medir el paso de una onda gravitacional por el interferómetro
es necesario medir un desplazamiento de una milésima del tamaño del núcleo átomico.
3.6. Ruidos en el experimento
Debido a que la medición requerida es muy pequeña se debe aislar ó minimizar las diferentes
clases de ruidos para no confundirlos con una señal de una onda gravitacional. A continuación
se explica los ruidos más fundamentales y como minimizarlos.
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Ruido cuántico: Se produce debido a las fluctuaciónes en el número de fotones conta-
dos por la fotocélula, para comprender la manera de minimizar este ruido es necesario
encontrar la caracteristica que debe tener el láser en el interferómetro.







donde N̄γ es el valor promedio del número de fotones Nγ . Está distribución posee una






está ecuación expresa que entre mayor sea el número de fotones “menor” es la incerteza.
Por lo tanto, para controlar el error cuántico se necesita un láser de alta potencia (un gran
número de fotones por unidad de tiempo). Ahora, analicemos la relación del láser con la
medición de la amplitud de ondas gravitacionales.





Debido a que nuestro tratamiento es semi-clásico es necesario tener en cuenta el principio





pero como la energı́a está relaciona con el número de fótones, ∆E = ∆Nhf , y la incer-













entonces podemos relacionar la diferencia de láser entre nuestros haces de luz visto en la







6No se utiliza la estadı́stica de Bose-Einstein porque se aplica a luz térmica, en nuestro caso el láser es una luz
coherente, es decir, la onda emitida tiene una frecuencia.
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está ecuación expresa que para realizar una medición sensible se escoge la longitud de
los brazos lo más grande posible. Sin embargo, hay que recordar que los haces de luz
deben completar su viaje en un tiempo más corto que la mitad del perı́odo de la onda
gravitacional porque después de la mitad del perı́odo, el desplazamiento de los brazos del
interferómetro se invierten y los efectos de interferencia cambian de signo (OHANIAN Y
RUFFINI, 2013), y lo que nos interesa es observar el patrón de interferencia en nuestro
fotodetector, para observarlo de manera más clara ver las figuras 3.1-3.4. Entonces la
longitud máxima en cada brazo es de L = λOG/2. Además, el tiempo de medición T
debe ser más corto que el tiempo del pulso gravitacional, es decir, lo que se requiere es
realizar una medición antes de que el pulso desaparezca. De está manera, se escoge el
tiempo de medición como el perı́odo de la la onda gravitacional τ = TOG = 1υOG . Bajo











Llegamos a la ecuación que relaciona la potencia del laser y la amplitud de la onda
gravitacional. Si suponemos el láser con una frecuencia de υ = 3 × 1014HZ, con una
potencia de P = 200 watts y para una onda gravitacional de frecuencia υOG = 100Hz
se obtiene una amplitud proporcional de A ∼ 10−21.
Sismos: Para comprobar la existencia de ondas gravitacionales se necesita medir el des-
plazamiento que producen en nuestros espejos, en consecuencia, se requiere que nuestros
espejos permanezcan inmoviles a ruidos externos, es decir, a ruidos sismicos; entonces:
¿como saber si lo que se mide es realmente una onda gravitacional y no ruidos sismicos?.
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Nuestro detector debe ser sensible a una frecuencia de alrededor de unos 100Hz y los
ruidos sismicos se presenta a varias frecuencias. El instrumento que se utiliza para mini-
mizar el ruido sismico es un péndulo simple, colgamos nuestros espejos del interferóme-
tro con hilos. El péndulo posee unas caracteristicas muy importantes: a una frecuencia
especifica el péndulo se mueve mucho, a frecuencias bajas se mueve todo junto y en el
caso que se tenga frecuencias más altas su movimiento es casi imperceptible, este es el
fenómeno de resonancia. Para evitar que el péndulo se mueva a la frecuencia de reso-
nancia pegamos unos imanes minusculos al espejo y se utilizan electroimanes, es decir,
instrumentos que generan campo magnéticos para empujar nuestro espejo. LIGO utiliza
péndulos en cascada, es decir, cuatro péndulos seguidos, uno atado en la parte inferior
del otro, de está manera se reduce aún más el ruido (LIGO, n.d).
Ruidos sonoros: Los sonidos producidos por las personas alrededor del experimento se
hacen detectables, por lo tanto para eliminar las ondas sonoras los brazos deben perma-
necer en el vacı́o (LIGO, n.d). .
Aún bajo estas condiciones pueden existir ruidos locales, es decir, ruidos producidos por la
región que pueden confundirse con señales de ondas gravitacionales es por esto que se con-
truyeron dos observatorios de ondas gravitacionales en Estados Unidos (funcionando a la vez)
para verificar que la señal detectada es producida por una onda gravitacional.7
7Los observatorios se encuentra en Luisiana y en Richland.
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CAPÍTULO 4
ESTRUCTURA CUÁNTICA DEL ESPACIO−TIEMPO
Desvelar los secretos de la naturaleza conlleva ha adquirir una nueva manera de observar la
realidad, es cambiar nuestra manera de percirbir y percibirnos. Un reflejo de lo anterior ocurrió
cuando los cientı́ficos intentaban comprender la estructura de la materia, los átomos, porque
se dieron cuenta que los conceptos clásicos no funcionaban en escalas pequeñas, fue en este
momento que la fı́sica clásica se desmoronó, era como si los conceptos clásicos estuvieran
sostenidos por pilares de papel, de está forma la manera clásica de percibir el mundo no era la
más profunda, era necesario encontrar una nueva teorı́a.
Ası́ surgió la mecánica cuántica una teorı́a que predice los fenómenos átomicos. Está descon-
certante teorı́a maneja muchos conceptos que clásicamente son inaceptables como por ejemplo:
la dualidad onda−corpusculo, energı́as discretas, efecto túnel. Un concepto cuántico de suma
importancia es el principio de incertidumbre de Heisenberg: las partı́culas cuánticas no se pue-
den localizar, existe una limitación en nuestra manera de ver la naturaleza.
Ya que nuestro contexto de trabajo es la relatividad general aquı́ surge la pregunta: ¿existen
problemas de localización propias del espacio−tiempo?, al parecer está cuestión no es tan fácil
de responder. Para intentar dar una respuesta remitamonos al siguiente experimento mental
(gedanken experimenten): imagine que usted desea localizar un evento en una región O del
espacio−tiempo, para eso usted deberı́a enviar un pulso de luz con una longitud de onda tal
que sea igual al tamaño de la región O, nada extraño hasta el momento; ahora suponga que
la región O es extremadamente pequeña, siguiendo el mismo proceso anterior, usted deberia
enviar un pulso de luz con una longitud de onda extremadamente pequeña lo cual conlleva a
enviar una energı́a muy grande en la región O por consiguiente se generaria, en principio, un
agujero negro. 8
Al generarse un agujero negro ninguna información podrı́a salir, haciendo que la localización
de un evento no tenga sentido (TOMASSINI Y VIAGGIU, 2014) , por está razón se propone
la idea que existen ciertos principios de incertidumbre asociados al espacio−tiempo que eviten
la generación de un agujero negro diminuto.
El objetivo de este capı́tulo es encontrar, de manera heurı́stica9, las relaciones de incertidumbre
para el espacio−tiempo utilizando los principios básicos de la mecánica cuántica y la relativi-
dad general siguiendo el modelo planteado por Doplicher, Fredenhagen y Roberts, este modelo
se conoce como DFR (DOPLICHER, FREDENHAGEN Y ROBERTS, 1995).
8Recuerde que una gran concentración de energı́a en una región del espacio−tiempo puede generar un agujero
negro.
9Un argumento que no es riguroso pero permitiendo un resultado de forma aproximada.
78
4.1. Deducción de los principios de incertidumbre para el
espacio−tiempo
Suponga que se desea realizar una medición de una coordenada espaciotemporal, entonces, en
principio, se deberia concentrar una cantidad de energı́a, en un determinado tiempo, en la región
de localización, ası́ se generaria un campo gravitacional que deberı́a determinarse a partir de


























Asumiendo que las componentes del tensor de energı́a−momento (µ, ν)6= (0, 0) son desprecia-

























en la segunda lı́nea se ha echo uso de que T00 = %, donde % es la densidad de energı́a. Del




































Suponiendo que la densidad de energı́a %(−t) se distribuye en un volumen con lados (∆x1 +








(∆x1 + r)(∆x2 + r)(∆x3 + r)
. (4.10)
Asumiendo que el principio de incertidumbre de Heisenberg que relaciona la incertidumbre de
energı́a y tiempo cumple que:
∆E∆t ≈ ~. (4.11)































(∆x1 + r)(∆x2 + r)(∆x3 + r)
. (4.14)





(∆x1 + r)(∆x2 + r)(∆x3 + r)
. (4.15)
La anterior integral es fácil de resolver en tres regiones:
Primera región ∆x1 = ∆x2 = ∆x3,
Segunda región ∆x1 = ∆x2  ∆x3,
Tercera región ∆x2 = ∆x3  ∆x1.






(∆x1 + r)(∆x2 + r)(∆x3 + r)
(4.16)







































Debido a que los fotones no deben ser atrapados en la región de localización se propone la
























W 2(∆x3 −∆x1 +W )
. (4.24)












qué cumple la condición de la primera región.






(∆x1 + r)(∆x2 + r)
2 . (4.27)






W 2(∆x1 −∆x2 +W )
. (4.28)















W (W + ∆x1)
− ∆x2
W 2(W + ∆x1)
]
. (4.30)














































Evaluando los intervalos se encuentra que para el lı́mite superior el resultado es cero y para el





























































































































es el orden de la unidad regresamos al primer caso. Entonces el lı́mite absoluto está











Recuerde también que existe una relación de energı́a en la relatividad especial que para partı́cu-
las con masa despreciable es:
E = |k| c (4.43)
82
donde |k| es la magnitud del momentum espacial. El paso que seguiremos es encontrar otra
relación de incertidumbre para el espacio−tiempo haciendo uso de la energı́a relativista. De la






























































































(∆x1 + r)(∆x2 + r)(∆x3 + r)
,
(4.49)
Tengamos en cuenta la desigualdad:
∆x1∆x2 + ∆x1∆x3 + ∆x2∆x3 ≥
∆x1
2∆x2∆x3
∆x1∆x2 + ∆x1∆x3 + ∆x2∆x3
(4.50)











(∆x1 + r)(∆x2 + r)(∆x3 + r)
.
(4.51)
Para calcular la integral hacemos uso de los valores obtenidos en las regiones anteriores.
Primera y segunda región: Para estas regiones se obtuvo el valor de 1∆x1
, entonces la ecua-





∆x1∆x2 + ∆x1∆x3 + ∆x2∆x3
)
, (4.52)
Imponiendo la condición para que los fotones no queden atrapados −Φ . c2 la anterior ecua-
ción se convierte en:




De manera análoga, se obtiene este valor para la tercera región.
En conclusión, hemos obtenido relaciones de incertidumbre para el espacio−tiempo(utilizando
aproximaciones muy crudas) a partir de conceptos clásicos de relatividad general y del principio
de incertidumbre Heisenberg, dadas por:
∆x0(∆x1 + ∆x2 + ∆x3) & δ
2
Planck, (4.54)
∆x1∆x2 + ∆x1∆x3 + ∆x3∆x2 & δ
2
Planck, (4.55)
las cuales son la motivación principal para trabajar en geometrı́as no conmutativas relacionadas
con la teorı́a de la gravedad cuántica (DOPLICHER, FREDENHAGEN Y ROBERTS, 1994).
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CONCLUSIONES
Se ha identificado como densidad lagrangiana al escalar de Ricci R, escalar de curvatura del
espacio−tiempo, para obtener las ecuaciones de Einstein−Hilbert.
En la solución de Schwarzchild se identificó una pseudosingularidad en r = S y una singu-
laridad fı́sica en r = 0. La primera tiene un significado fı́sico actuando como una membrana
unidireccional llamada horizonte de eventos.
Identificamos los diagramas de Penrose-Carter como mecanismos que nos permiten hacer los
infinitos visibles y para eso escogimos una transformación asintótica en el infinito tal que con-
serven la causalidad en el espacio−tiempo, aplicamos este proceso para el espacio−tiempo de
Minkowski y de Kruskal Szekeres.
Aplicando el lı́mite de campo débil a las ecuaciones de Einstein−Hilbert se obtuvo la famo-
sa ecuación diferencial de las ondas gravitacionales. Se comprendió el efecto fı́sico sobre las
partı́culas y que fuentes generan ondas gravitacionales, en especial, se demostró que un objeto
simétrico no puede generar ondas gravitacionales. Adicionalmente, identificamos el inconve-
niente que se presenta al asociar una energı́a al campo gravitacional a causa del principio de
equivalencia, sin embargo, en el contexto que nos compete, lı́mite de campo débil, se logró
asociar una energı́a al campo gravitacional.
Se realizó una descripción de LIGO cuyo principio fundamental es el interferómetro de Mi-
chelson, donde en ausencia de ondas gravitacionales los haces de luz producen interferencia
destructiva y al paso de una onda gravitacional existe un patrón de interferencia el cuál se
detecta por el fotodetector. Por otra parte, se comprendió como LIGO trata con los ruidos pre-
sentes en el experimento los cuales son: ruido cuántico, consiste en las fluctuaciones en el
número de fotones contados por el fotodetector el cual se minimiza contando una gran cantidad
de fotones; ruido de los sismos, causado por el movimiento de la tierra, para minimizar este
ruido se utiliza péndulos debido a sus caracteristicas de resonancia; ruidos sonoros, sonidos
producidos, en general, por las personas alrededor del experimento y se minimiza realizando
vacı́o en el experimento.
Se realizaron los cálculos para obtener los principios de incertidumbre para el espacio−tiempo
planteados por Doplicher, Fredenhagen y Roberts. Como guı́a para este proceso se utilizó un
experimento mental: para localizar un evento diminuto en el espacio−tiempo se necesita una
gran cantidad de energı́a generando, en principio, un agujero negro.
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RECOMENDACIONES
Se recomienda realizar un estudio de las soluciones a las ecuaciones de Einstein−Hilbert llama-
das: la solución de Kerr, la solución de Reissner−Nordström y la solución de Kerr−Newman,
que consisten en: un objeto simétrico con rotación, un objeto simétrico sin rotación con car-
ga eléctrica y un objeto simétrico con rotación y cargar eléctrica, respectivamente. Además,
se recomienda realizar una monografı́a para encontrar las estructuras algebraicas del modelo
planteado por Doplicher, Fredenhagen y Roberts.
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ANEXOS
ANEXO A: APROXIMACIÓN DE LA MÉTRICA EN EL LÍMITE DE
CAMPO DÉBIL














Para velocidades pequeñas comparadas con la velocidad de la luz, v << c, la anterior ecuación
indica la componente temporal de la cuadrivelocidad es mucho mayor que las componentes
espaciales de la cuadrivelocidad, matemáticamente se expresa como:
U0 >> Ua, (A.2)
es decir, el factor dx
a
dτ es despreciable en comparación con el factor
dx0
dτ . La trayectoria de una










donde λ es el parámetro afı́n . Consideremos el tiempo propio dτ , tiempo que marca un reloj
que acompaña la partı́cula, como el parámetro afı́n, es decir:
d2s = −c2dτ 2. (A.4)







































donde en la última ecuación se ha echo uso de dx0 = cdt. Para calcular el sı́mbolo de Christoffel




gσα(gαµ,ν + gνα,µ − gµν,α). (A.9)
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gσα(g0α,0 + gα0,0 − g00,α). (A.10)






Si el campo gravitacional es debı́l el tensor métrico se escribe como:
gβδ = ηβδ + hβδ, (A.12)
donde ηβδ es la métrica de Minkowsky caracterizada por un espaciotiempo plano y hβδ, co-
nocido como el factor de perturbación, es una matriz 4x4 con componentes |hµν | << 1 y














































































































































De la gravitación newtoniana se conoce que la fuerza gravitacional F entre dos masas M y m




Además por las leyes de newton se conoce que la aceleración que ejerce un cuerpo de masa M













Con la anterior propiedad la ecuación (A.13) se escribre como:
1
2














Φ + Se, (A.35)
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donde Se es una constante. Está constante se determina en un punto donde Φ = 0, es decir,
un espaciotiempo donde no exista campo gravitacional gµν = ηµν . Por consiguiente hµν = 0,














ANEXO B: SOLUCIÓN DE LA ECUACIÓN DE ONDA POR EL MÉTO-
DO DE LA FUNCIÓN DE GREEN
La función de Green G(x, t; x′, t′) para la ecuación de onda es:





G(x, t; x′, t′) +∇2G(x, t; x′, t′) = δ3(x− x′)δ(t− t′). (B.2)
Para encontrar la solución se utilizara la transformada de Fourier en cuatro dimensiones que
para la función de Green G(x, t; x′, t′) se define como:
G(x, t; x′, t′) =
∫
d3kdw`(k, w; x′, t′)ei(k.x−wt), (B.3)
donde `(k, w; x′, t′) es la función transformada. El paso siguiente es encontrar la ecuación de










d3kdw`(k, w; x′, t′)ei(k.x−wt)
]
= δ3(x− x′)δ(t− t′). (B.4)
Antes de proseguir observe que la transformada de Fourier para la distribución delta de Dirac
temporal es:




























































despejando la función ` se obtiene:







Reemplazando la anterior ecuación en (B.2) se obtiene la función de Green G(x, t; x′, t′):









Para realizar la anterior integral primero se resuelve sobrew porque resulta la forma más simple
de lidiar con las singularidades en w = ±kc. El intervalo de integración en la variable w es
[−∞,∞] lo cuál implica integrar a través de las singularidades.
Este problema se resuelve al elejir w como una variable compleja, entonces se evita cada una
de las singularidades rodeandala en el plano complejo. Existen diferentes formas de evitar las
singularidades, cada camino da una función de Green válida para la ecuacion de onda; ya que la
ecuacion de onda es de segundo orden deben existir dos soluciones linealmente independientes.
Centraremos nuestro estudio en dos caminos particulares:
Primer camino que pasa por encima de las singularidades en sentido contrario a las
manecillas del reloj.
Segundo camino que pasa por debajo de ambas singularidades en sentido de las mane-
cillas del reloj.
Gráficamente se observa como:
Figura 14: Primer camino para la integral se camino. Fuente la presente investigación
94
Figura 15: Segundo camino para la integral de camino. Fuente la presente investigación
Para resolver la integral en el plano complejo w se utilizara la fórmula de la integral de Cauchy.
Sea f(w) una función analı́tica sobre el contorno C; es decir, que se puede escribir como una






donde Ri son los residuos de f(w) de la forma 1w−wi . En nuestro caso se tiene sólo una integral
de −∞ a∞ a lo largo del eje real w. Para realizar la integral de Cauchy es necesario cerrar la
ruta de integración agregando un semicirculo de radio r → ∞ en la mitad superior o inferior
del plano w complejo. La integral en w que se requiere resolver es de la forma:
e−iw(t−t
′)
(w + kc)(w − kc)
, (B.14)
ya que el factor ei[k.(x−x′)] permanece constante en el espacio w. Al separar a la variable w en






pero debido a que la anterior función debe converger en el infinito se debe escoger para el
primer camino, caracterizado por wI > 0, la siguiente condición t < t′ y para el segundo
camino, caracterizado por wI < 0, la condición t > t′. Para proseguir es necesario calcular los
residuos para los dos casos especı́ficos: w = −kc y w = kc.













Ahora se encontrara la función de Green G(x, t; x′, t′) para el primer y segundo camino, con
la siguiente notación: para el Primer camino, que pasa por arriba de los polos la denotaremos
comoG−(x, t; x′, t′) y para el segundo camino, que pasa por debajo de los polos, la denotaremos
como G+(x, t; x′, t′).
Primer camino












(w + kc)(w − kc)
. (B.18)





(w + kc)(w − kc)
= 2πi(<1 + <2)Θ(t′ − t), (B.19)
donde Θ(t′ − t) se conoce como la función escalón de Heaviside y se define como:
Θ(t′ − t) =
{
0 si t′ < t
1 si t′ > t
}
, (B.20)
está función se agrega para expresar que se está trabajando en wI > 0, es decir, t′ > t. Reem-









sin [kc(t− t′)] Θ(t′ − t), (B.21)
entonces la función de Green G−(x, t; x′, t′) se convierte en:





sin [kc(t− t′)] Θ(t′ − t)
k
, (B.22)
trabajando en coordenadas esféricas se obtiene la siguiente expresión:




dkdθdφ k sin θeikR cos θ sin [kc(t′ − t)] Θ(t′ − t), (B.23)
donde R = |x− x′|. Resolviendo la integral en φ:




dkdθ k sin θeikR cos θ sin [kc(t′ − t)] Θ(t′ − t). (B.24)
La integral sobre la variable θ es fácil de realizar:





dk sin [kc(t′ − t)] sin(kR)Θ(t′ − t), (B.25)






la ecuación (B.25) se re−escribe como:





dk {cos [k(R− c(t′ − t)]− cos [k(R + c(t′ − t)]}Θ(t′ − t),
(B.27)





la ecuación (B.27) se convierte en:












Θ(t′ − t). (B.29)
Debido a que la función que se encuentra dentro de la integral es una función par, se cumple la








Por lo tanto, la ecuación (B.13) se re−escribe como:












Θ(t′ − t), (B.31)
usando la definición de la función delta de Dirac se obtiene que:




δ [−R + c(t′ − t)] + δ [R− c(t′ − t)]
−δ [−R− c(t′ − t)]− δ [R + c(t′ − t)]
}
Θ(t′ − t), (B.32)
G−(x, t; x′, t′) = −
c
4πR
{δ [R− c(t′ − t)]− δ [R + c(t′ − t)]}Θ(t′ − t), (B.33)
donde se ha echo uso de la propiedad de la función de Dirac δ(x) = δ(−x). Debido a que
R > 0 y la función de Heaviside fuerza a t′− t > 0 entonces la segunda delta de Dirac es igual
a cero, ası́ se obtiene que:
G−(x, t; x′, t′) = −
c
4πR
δ [R− c(t′ − t)] , (B.34)












Análogamente para el segundo camino se obtiene la siguiente expresión:











La forma compacta de la función de Green, incluyendo las ecuaciones (B.14) y (B.15), es:













A la función de Green G+(x, t; x′, t′) es llamada como la función de Green retardada debido
a que el argumento de la función delta indica que un efecto en x a un tiempo t es causado por




A la función de Green G−(x, t; x′, t′) es llamada como la función de Green avanzada debido a
que el argumento de la función delta indica que un efecto en x a un tiempo t es causado por una










Ψ(x, t) = αξ(x, t), (B.38)
Ψ±(x, t) = α
∫∫
d3x′dt′G±(x, t; x′, t′)ξ(x′, t′). (B.39)
Teniendo en cuenta los efectos de la fı́sica que solo los efectos del pasado producen efectos en
el futuro, se escogera la función de Green retardada, es decir, sólo se utilizara G+(x, t; x′, t′).
Por lo tanto, la función Ψ(x, t) se expresa como:
Ψ+(x, t) ≡ Ψ(x, t) = α
∫∫
d3x′dt′G+(x, t; x′, t′)ξ(x′, t′), (B.40)














Ası́ se concluye que la función Ψ(x, t) que satisface la ecuación de onda está dada por:










|x − x ′|
. (B.42)




















|x − x ′|
. (B.44)












|x − x ′|
. (B.45)
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ANEXO C: PROPIEDADES DEL OPERADOR PROYECCIÓN
El operador de proyección P jm :
P jm := δ
j
m − njnm, (C.1)
convierte a un vector arbitrario B a un vector BjP = P jmBm que es la proyección de B sobre
el plano perpendicular a n:
n · BP = ηijni(P jmBm), (C.2)
n · BP = ηijni(δjmBm − njnmBm), (C.3)
n · BP = (nm − nm)Bm = 0, (C.4)
donde se ha echo uso de n · n = nknk = 1. Realicemos otra comprobación, si BP es la















m − njnm) = P km − P kmnjnm = P km, (C.6)
=⇒ P kjBjP = P kmBm. (C.7)
Por el anterior análisis el operador P kj se llama el operador de proyección. Existen unas
propiedades del operador de proyección, de suma importancia, que son:
PkjP
j
m = Pkm, (C.8)







su demostración es trivial. Regresemos a nuestro caso de una onda gravitacional propagandose
en la dirección +z. El vector unitario n es [0, 0, 1] entonces las unicas componentes diferentes
de cero del operador de proyección son P xx = 1 y P yy = 1. La proyección en forma matricial








































mnP bn) = PmnA
mn = Axx + Ayy. (C.13)
Bajo la argumentación anterior se puede construir la matriz para el Gauge TT AjkTT en térmi-
nos del operador de proyección de la siguiente manera:
1
2
(Axx − Ayy) Axy 0
Ayx 1
2






























ya que está ecuación es correcta para un vector unitario n = [0, 0, 1] deberia funcionar para un
n arbitrario.
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ANEXO D: PROPIEDADES DE REFLEXIÓN
Del electromagnétismo se conoce que si se tiene una superficie de dos medios uno denso y
otro menos denso, como se indica en la figura 4.8, existe una relación relativa entre el campo
eléctrico entrante Een, el campo reflejado Erefle y el campo transmitido Et tal que:
Erefle = CrEen, (D.1)
Et = CtEen, (D.2)
donde Cr y Ct son los coeficientes de reflexión y transmisión respectivamente (en general son
números complejos). De manera similar, denotamos a C ′r y C ′t como los coeficientes de refle-
xión y transmisión que vienen del otro medio, ver figura 4.9. Suponiendo que no exista pérdida
de energı́a y que la división de los medios no produzca cambios en la fase; está condición hace




2 = 1, (D.3)
Figura 16: Campo eléctrico ı́ndice del medio más denso. Fuente la presente investigación
de manera análoga C ′r
2 + C ′t
2 = 1. Ahora consideremos una separación entre dos medios
como se muestra en la figura 4.10. Denotemos al campo elétrico dentro de la cavidad como
Ecav y E ′cav para el campo eléctrico que incide desde la izquierda y el campo eléctrico que
incide desde la derecha. Entonces, por definición de los coeficientes de reflexión se obtiene:











Figura 17: Campo eléctrico indice del medio menos denso. Fuente la presente investigación




E ′cav = C
′
rEcav, (D.7)
Erefle = 0, (D.8)
Eent = Et, (D.9)
Figura 18: Un medio menos denso entre dos medios con mayor densidad. Fuente la presente
investigación
reemplazando las anteriores ecuaciones en (D.4) y (D.5) se obtiene:
Cr = −C ′r, (D.10)




r = 1, (D.11)
Utilizando la ecuación (D.3) la ecuación (D.11) se convierte en:
C ′t = Ct. (D.12)
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En resumen, se obtuvieron las siguientes ecuaciones:
C ′r = −Cr, (D.13)
C ′t = Ct. (D.14)
Para un espejo totalmente reflector, la reflexión de un medio menos denso a uno más denso
viene dado por C ′r = −1 y la reflexión de un medio más denso a uno menos denso es Cr = 1.
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ANEXO E: CAMPO FOTÓNICO EN EL HORIZONTE DE SUCESOS
En relatividad general es muy conocido el Efecto Doppler Gravitacional, que consiste en el
desplazamiento de la frecuencia de la radiación al ser emitido por un objeto. A continuación
se realizara una análisis matemático de como cambia la energı́a del fotón en presencia de un
objeto gravitacional (OKUN, 2000).
De la relatividad especial se conoce que la energı́a en reposo está dada por:
E = m0c
2, (E.1)
donde m0 es la masa en reposo. En presencia de un campo gravitacional está ecuación ya no
es válida porque cualquier objeto masivo debe incrementar su energı́a a medida que se aleja
del cuerpo gravitacional porque el potencial gravitacional aumenta. Este fenómeno se explica









Se podria pensar en utilizar la anterior ecuación para el fotón, pero seria un grave error porqué
se le está asociando al fotón una masa en reposo. Para resolver este problema se utilizara la


















El intervalo espaciotemporal para el fotón está caracterizado por ds2 = 0 por lo tanto se cumple
que:
guvdxudxv = 0, (E.6)
Que se puede reescribir como:;
guvpupv = 0, (E.7)
donde pu es el cuadrimomento del fotón. Expandiendo se obtiene:
g00p0p0 + g
rrprpr = 0. (E.8)













2 = 0. (E.9)
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donde Ef = ~2πυ es la energı́a del fotón en ausencia de un campo gravitacional. Debido a que




La ecuación (E.15) se reescribe como:




Imponiendo la condición E ≥ 0 para la energı́a total del fotón en presencia de un campo
gravitacional el potencial debe satisfacer la siguiente relación:
− Φ ≤ c
2
2
. (E.18)
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